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Exercice 1 Soient E1,E2,E3 trois R´espaces affines.

a) Donner la définition d’une transformation affine T : E1 Ñ E2.

b) Montrer que si T : E1 Ñ E2 et S : E2 Ñ E3 sont des transformations affines,
alors l’application S ˝ T : E1 Ñ E3 est aussi une transformation affine.

Exercice 2 Si a, b P R, on pose Ma,b “

˜

a b b
b a b
b b a

¸

.

a) Justifier que la matrice Ma,b est diagonalisable sur R.

b) Trouver P P O3pRq et D diagonale telles que M1,1 “ PDP´1.

c) Déterminer tous les pa, bq P R2 tels que la matrice Ma,b P O3pRq.

d) Déterminer tous les pa, bq P R2 tels que Ma,b P SO3pRq

e) Trouver une matrice P P O3pRq, θ P R tels que M´ 1
3
, 2
3

“ PRP´1

où R “

˜

1 0 0
0 cos θ ´ sin θ
0 sin θ cos θ

¸

.

Exercice 3 a) Questions de cours. Soient pE, x¨, ¨yq un espace eulidien et F ď

E un sous-espace vectoriel.
— Rappeler la définition du projeté orthogonal pF de E sur F .
— Soit y P E. Si pf1, ..., fnq est une base orthonormée de F , exprimer pF pyq

en fonction des fi et des coefficients xy, fiy.
— On note || ¨ || la norme associée au produit scalaire x¨, ¨y. Exprimer

inf
fPF

||y ´ f ||
2

avec y et pF pyq.
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Soit n P N.

Soit RrXsn l’espace des polynômes réels de degrés ď n. Pour tous P,Q P

RrXsn, on pose

xP,Qy “

ż 1

0

P pxqQpxqdx .

b) Montrer que x¨, ¨y est un produit scalaire sur RrXsn.

c) En utilisant le procédé de Gram-Schmidt avec la famille pX,X2, X3q, trouver
une base orthonormée de F “ VectpX,X2, X3q pour x¨, ¨y.

d) En déduire inf
a1,a2,a3PR

ż 1

0

p1 ` a1x ` a2x
2

` a3x
3
q
2dx.

Exercice 4 Soit S “ tS P M2pRq : tS “ Su. Pour tous A,B P M2pRq, on note
xA,By “ TrpABq. On note aussi I2 “

´

1 0
0 1

¯

.

a) Montrer que x¨, ¨y est un produit scalaire sur S .

b) Dans S , déterminer l’orthogonal RI2 K pour ce produit scalaire.

c) Donner une base orthonormale de S pour ce produit scalaire.

d) Soit P P M2pRq. Montrer que @S P S , tPSP P S et déterminer l’adjoint de
l’endomorphisme

S Ñ S , S ÞÑ
tPSP

pour le produit scalaire x¨, ¨y.

e) L’application x¨, ¨y est-elle aussi un produit scalaire sur M2pRq ? Justifier votre
réponse.

Exercice 5 Soit la fonction f : R3 Ñ R
3 définie par

@x, y, z P R
3, fpx, y, zq “ py ´ z ` 1, x ` y ` z, 3x ` y ´ zq .

a) Montrer que f est une application affine.

b) Montrer que f ˝ f ˝ f est une homothétie et trouver A P R3, λ P R tels que :

@M P R
3, fpfpfpMqqq “ A ` λ

ÝÝÑ
AM .
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