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I Formes bilinéaires

I.1 Produit scalaire usuel

C’est l’application�nˆ�n Ñ �, px, yq ÞÑ x¨y où si x “

¨
˚̊
˚̋

x1

...

xn

˛
‹‹‹‚, y “

¨
˚̊
˚̋

y1
...

yn

˛
‹‹‹‚,

x ¨ y “ x1y1 ` ... ` xnyn.
Proposition.

i) @x P �n, �n Ñ �, y ÞÑ x ¨ y est linéaire.

ii) @y P �n, �n Ñ �, x ÞÑ x ¨ y est linéaire.

iii) @x, y P �n, x ¨ y “ y ¨ x.

iv) @0 ‰ x P �n, x ¨ x ą 0.

Remarque. x ¨ y “ txy.
Notation. Si x P �n, soit ||x||2 “ ?

x ¨ x.
Théorème de Cauchy-Schwarz. @x, y P �n, |x ¨ y| ď ||x||2||y||2.
Démo.

nÿ

i“1

nÿ

j“1

pxiyj ´ xjyiq2 ě 0 ô
ÿ

i

ÿ

j

px2
i y

2
j ` x2

jy
2
i ´ 2xiyixjyjq ě 0

ô p
ÿ

i

x2
i qp

ÿ

j

y2j q ` p
ÿ

j

x2
jqp

ÿ

i

y2i q ´ 2p
ÿ

i

xiyiqp
ÿ

j

xjyjq ě 0

ô 2||x||22||y||22 ě 2px ¨ yq2

ô ||x||2||y||2 ě |x ¨ y| .

I.2 Formes bilinéaires

Définitions. Soit E un �´espace vectoriel.
— Une forme bilinéaire sur E est une application b : E ˆ E Ñ � telle que

— @x P E, bpx, ¨q : E Ñ � est linéaire ;
— @y P E, bp¨, yq : E Ñ � aussi.

— On dit que b est symétrique si @x, y P E, bpx, yq “ bpy, xq.
— On dit que b est antisymétrique si @x, y P E, bpx, yq “ ´bpy, xq.
— On dit que b est alternée si @x P E, bpx, xq “ 0.
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Notations. Soient BilpEq, resp. BilSpEq, resp. BilApEq, l’ensemble des formes
bilinéaires sur E, resp. des formes bilinéaires symétriques, resp. l’ensemble des
formes bilinéaires antisymétriques.

Exercices.

1) L’ensemble BilpEq est un�´espace vectoriel pour les lois ordinaires et BilpEq “
BilSpEq ‘ BilApEq.

2) Polarisation.

i) Soit b P BilSpEq. Alors @x, y P �n, bpx, yq “ 1
2
pbpx ` y, x ` yq ´ bpx, xq ´

bpy, yqq.
ii) Soit b P BilpEq. Alors b antisymétrique ô b alternée.

Exemples.

a) Les applications suivantes sont bilinéaires symétriques.
— �n ˆ�n, px, yq ÞÑ x ¨ y ;
— Mnp�q ˆ Mnp�q Ñ �, pA,Bq ÞÑ TrAB ;
— l2p�q ˆ l2p�q Ñ �, ppanq, pbnqq ÞÑ ř

ně0 anbn
† ;

— C0pr´1, 1s,�q ˆ C0pr´1, 1s,�q Ñ �, pf, gq ÞÑ ş1
´1

fg.

b) L’application �2 ˆ �2 Ñ �, ppx1, x2q, py1, y2qq ÞÑ x1y2 ´ x2y1 est bilinéaire
antisymétrique.

c) L’application �2 ˆ �2 Ñ �, ppx1, x2q, py1, y2qq ÞÑ x1y2 est bilinéaire mais ni
symétrique ni antisymétrique.

I.3 Matrices

Définition. Soit A P Mnp�q. L’application

φA : Mn1p�q ˆ Mn1p�q Ñ �, pX, Y q ÞÑ tXAY

est bilinéaire.
Exercice. L’application φA est symétrique ô la matrice A est symétrique. L’ap-

plication φA est antisymétrique ô la matrice A est antisymétrique.
Notations. Soient Snp�q “ tA P Mnp�q : tA “ Au, Anp�q “ tA P Mnp�q :

tA “ ´Au.
†. l2p�q “ tpanq P �� :

ř
n a

2
n ă 8u
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Définition. Matrice d’une forme bilinéaire. Soit B “ pe1, ..., enq une base
d’un �´espace vectoriel E. Si φ P BilpEq, on pose rφsB “ pφpei, ejqq1ďi,jďn.

Proposition. Avec les notations de la définition.

@x “ x1e1 ` ... ` xnen,
@y “ y1e1 ` ... ` ynen, φpx, yq “ tXAY

où A “ rφsB, X “ tpx1, ..., xnq, Y “ tpy1, ..., ynq P Mn1p�q.
On en déduit le
Théorème. Soit E un �´espace vectoriel de dimension n, de base B. Alors

l’application φ ÞÑ rφsB définit des isomorphismes d’espaces vectoriels :

BilpEq » Mnp�q

BilSpEq » Snp�q
BilApEq » Anp�q .

Exemples.

a) Soit E “ �rxsď2. Soit B “ p1, x, x2q. Soit B1 “ p1, 2x ´ 1, 6x ´ 6x ` 1q. Soit
φ : E ˆ E Ñ �, pf, gq ÞÑ ş1

0
fpxqgpxqdx. Alors

rφsB “

¨
˚̊
˚̋

1 1
2

1
3

1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5

˛
‹‹‹‚, rφsB1 “

¨
˚̊
˚̋

1 0 0

0 1
3

0

0 0 1
5

˛
‹‹‹‚ .

b) (non donné cette année) Soit E “ �rxsď2. Soit B “ p1, x, x2q. Soit B1 “
p1, x, 2x2´1q. Soit φ : EˆE Ñ �, pf, gq ÞÑ ş1

´1
fpxqgpxq?

1´x2 dx “ şπ
0
fpcos tqgpcos tqdt.

Alors

rφsB “

¨
˚̊
˚̋

π 0 π
2

0 π
2

0

π
2

0 3π
8

˛
‹‹‹‚, rφsB1 “

¨
˚̊
˚̋

π 0 0

0 π
2

0

0 0 π
2

˛
‹‹‹‚ .

I.4 Formules de changement de bases et congruence des ma-
trices

Proposition. Soit E un �´espace vectoriel de dimension n. Soient B, B 1
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deux bases de E. Soit φ P BilpEq. Si A “ rφsB, A
1 “ rφsB1 , P “ PB,B1 †, alors

A1 “ tPAP .

Définition. On dit que A,A1 P Mnp�q sont congruentes si A1 “ tPAP pour
une matrice P P Mnp�q inversible.

Théorème. Classes de congruences des matrices symétriques et anti-
symétriques réelles.

i) Soit A P Snp�q. Il existe des entiers r, s ě 0 et une matrice inversible P P
Mnp�q tels que

tPAP “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

1
. . .

1

´1
. . .

´1

0
. . .

0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

matrice diagonale avec r « 1 » et s « ´1 ». De plus, r ` s “ rgA.

ii) Soit A P Anp�q. Alors rgA “ 2d est pair et il existe une matrice inversible P

telle que

tPAP “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

J
. . .

J

0
. . .

0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

†. c-à-d si B “ pe1, ..., enq, B1 “ pe1
1, ..., e

1
nq, alors P “ ppijq1ďi,jďn où @1 ď j ď n, e1

j “řn
i“1 pijei ; c’est la matrice de passage de la base B dans la base B1.
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matrice diagonale par blocs avec d blocs J “
¨
˝ 0 ´1

1 0

˛
‚de taille 2 ˆ 2.

Démo. Plus tard dans le cours.

I.5 Produits scalaires

Définitions. Soit φ P BilSpEq.
— On dit que φ est positive si @x P E, φpx, xq ě 0.
— On dit que φ est négative si @x P E, φpx, xq ě 0.
— On dit que φ est définie positive si @0 ‰ x P E, φpx, xq ą 0.
— On dit que φ est définie négative si @x P E, φpx, xq ě 0.
Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique et définie positive

φ P BilpEq.
Exemple. Le produit scalaire usuel est un produit scalaire.
Exercices.

1) pA,Bq ÞÑ TrpABq est un produit scalaire sur Snp�q.
2) pA,Bq ÞÑ ´TrpABq est un produit scalaire sur Anp�q.

fin du cours du 23 janvier
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I.6 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit ϕ : E ˆ E Ñ � une forme bilinéaire symétrique positive.
Théorème. Soient x, y P E .

|ϕpx, yq| ď
a
ϕpx, xq

a
ϕpy, yq .

Démo.

Soit A “
¨
˝ ϕpx, xq ϕpx, yq

ϕpy, xq ϕpy, yq

˛
‚. Soit λ P � une valeur propre. Soit 0 ‰ v “

´
v1
v2

¯
P �2 un vecteur propre associé. On a :

Av “ λv ñ tvAv “ λtvv “ λp|v1|2 ` |v2|2q.
On a aussi :

ttvAv “ tλp|v1|2 ` |v2|2q “ λp|v1|2 ` |v2|2q.
Or,

ttvAv “ tvtAv “ tvAv

car A est symétrique réelle. Donc

λp|v1|2 ` |v2|2q “ λp|v1|2 ` |v2|2q
ñ λ “ λ ñ λ P �.

Donc les valeurs propres de A sont réelles.
On a :

@s, t P �, ps, tqA
´
s
t

¯
“ ϕpsx ` ty, sx ` tyq ě 0 .

Donc si v P �2 est un vecteur propre de A pour une valeur propre α P �, alors
tvAv “ αtv.v ě 0 ñ α ě 0 .

Mais alors comme le déterminant est le produit des valeurs propres

détA ě 0 ñ ϕpx, xqϕpy, yq ´ ϕpx, yq2 ě 0

ñ
a
ϕpx, xq

a
ϕpy, yq ě |ϕpx, yq| .

Corollaire. Si ϕ est un produit scalaire, si on pose ||x||ϕ “ a
ϕpx, xq pour tout

x P E, alors l’application E Ñ �ě0, x ÞÑ ||x||ϕ est une norme, c-à-d

iq@x P E, ||x||ϕ ě 0.iiq||x||ϕ “ 0 ô x “ 0.iiiq@x, y P E, ||x ` y||ϕ ď ||x||ϕ ` ||y||ϕ.
Exercice. Identité du parallélogramme. @x, y P E, ||x ` y||2 ` ||x ´ y||2 “

2||x||2 ` 2||y||2.
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I.7 Produit scalaire hermitien

Soit E un �´espace vectoriel.
Définitions.

a) On dit que l’application E ˆ E Ñ �, px, yq ÞÑ xx, yy est une forme sesquili-
néaire si

(i) @x P E, E Ñ �, y ÞÑ xx, yy est linéaire ;

(ii) @y P E, E Ñ �, x ÞÑ xx, yy est antilinéaire † ;

b) on dit que c’est une forme sesquilinéaire hermitienne si de plus

piiiq @x, y P E, xx, yy “ xy, xy ;

c) on dit que c’est un produit scalaire hermitien si de plus

pivq @x P E, xx, xy ą 0 .

Exemples.

a) px, yq ÞÑ řn
i“1 xiyi est une forme hermitienne sur �n.

b) pf, gq ÞÑ ş1
´1

fg est une forme hermitienne sur �rXs.
Exercices.

1) Notons xx, yy “ αpx, yq ` iβpx, yq avec αpx, yq, βpx, yq P � pour tous x, y P E.
Vérifier que x¨, ¨y est une forme sesquilinéaire hermitienne ô α est bilinéaire
symétrique réelle, β est bilinéaire antisymétrique réelle et @x, y P E, αpx, iyq “
´βpx, yq..

2) Soit A P Mnp�q. Vérifier que Mn1p�q ˆ Mn1p�q Ñ �, pX, Y q ÞÑ tXAY est
une forme sesquilinéaire hermitienne ô tA “ A.

II Espaces euclidiens

Définitions.
— Un espace préhilbertien est un couple pE, x¨, ¨yq où E est un �´espace vec-

toriel et x¨, ¨y un produit scalaire sur E.
— Un espace euclidien est un couple pE, x¨, ¨yq où E est un �´espace vectoriel

de dimension finie et x¨, ¨y un produit scalaire sur E.
Exemple. �n avec le produit scalaire usuel.

†. c-à-d @x, x1 P E, xx ` x1, yy “ xx, yy ` xx1, yy, @x P E, @t P �, xtx, yy “ txx, yy.
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II.1 Bases orthogonales

Soit pE, x¨, ¨yq un espace euclidien.
Définitions.

a) On dit que x, y P E sont orthogonaux si xx, yy “ 0.

b) Une base orthogonale de E est une base pe1, ..., enq telle que @i ‰ j, xei, ejy “ 0.

c) Une base orthonormale ou orthonormée de E est une base pe1, ..., enq telle que
@i ‰ j, xei, ejy “ 0, @i, xei, eiy “ 1.

Théorème. Si E est un espace euclidien, alors E admet une base orthogonale.
En particulier E admet une base orthonormale.

Exercices.

1) (Théorème de Pythagore) Soient x, y P E. Montrer que xx, yy “ 0 ô ||x`y||2 “
||x||2 ` ||y||2.

2) Soit pe1, ..., enq une famille de vecteurs non nuls de E telle que @i ‰ j, xei, ejy “
0. Vérifier que les ei sont linéairement indépendants.

3) Trouver une base orthonormale pour E “ tpx, y, zq P �3 : x` y ` z “ 0u avec
le produit scalaire usuel.

II.2 Procédé de Gram-Schmidt

Théorème. Soit E un espace euclidien de base pe1, ..., enq. Il existe une unique
base pf1, ..., fnq de E telle que

(i) @1 ď i ď n, fi P ei ` Vectte1, ..., ei´1u ;

(ii) la base pf1, ..., fnq est orthogonale.

Remarque. En particulier, la base p f1
||f1|| , ...,

fn
||fn||q est orthonormale.

Nous allons démontrer le théorème plus général suivant.
Théorème. Soit pe1, ..., enq une base d’un �´espace vectoriel E. Soit φ :

E ˆ E Ñ � une forme bilinéaire symétrique telle que

@1 ď k ď n, détpφpei, ejqq1ďi,jďk ‰ 0.

† Alors il existe une unique base pf1, ..., fnq de E telle que :

i) @1 ď k ď n, fk P ek ` Vectte1, ..., ek´1u.
†. Cette condition est vérifiée si φ est un produit scalaire. En effet dans ce cas, pour tout
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ii) @1 ď k ‰ l ď n, φpfk, flq “ 0.

De plus, pour tout 1 ď k ď n, détpφpei, ejqq1ďi,jďk “ φpf1, f1q...φpfk, fkq.
Démo. On pose pour tout 1 ď k ď n, Ak “ pφpei, ejqq1ďi,jďk P Mkp�q.
Unicité.
Si pf1, ..., fnq et pf 1

1, ..., f
1
nq sont deux bases de E telles que

@1 ď k ‰ l ď n, φpfk, flq “ φpf 1
k, f

1
l q “ 0

@1 ď k ď n, fk, f
1
k P ek ` Vectte1, ..., ek´1u,

Alors @1 ď k ď n, Vecttf1, ..., fku “ Vectte1, ..., eku “ Vecttf 1
1, ..., f

1
ku. De plus,

si 1 ď k ď n, alors

fk ´ f 1
k P Vectte1, ..., ek´1u “ Vecttf1, ..., fku “ Vecttf 1

1, ..., f
1
ku.

Donc
f 1
k “ fk `

ÿ

1ďjďk´1

tjfj

pour certains réels tj. Mais alors

@1 ď i ď k ´ 1, φpf 1
k, fiq “ φpfk `

ÿ

1ďjďk´1

tjfj, fiq

“ φpfk, fiq `
ÿ

1ďjďk´1

tjφpfj, fiq

“ tiφpfi, fiq
car j ‰ i ñ φpfj, fiq “ 0.

1 ď k ď n, la matrice Ak “ pφpei, ejqq1ďi,jďk est de noyau nul car si

0 ‰ x “
¨
˝
x1
...
xk

˛
‚P �k ñ txAkx “

kÿ

i“1

kÿ

j“1

xixjφpei, ejq

“
kÿ

i“1

kÿ

j“1

φpxiei, xjejq

“ φp
kÿ

i“1

xiei,
kÿ

j“1

xjejq “ φpz, zq ą 0

où z :“ řk
i“1 xiei ‰ 0. Donc détAk ‰ 0.
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Or, d’après la dernière phrase de l’énoncé (voir ci-dessous pour la justification),
φpfi, fiq ‰ 0 donc ti “ 0. D’où f 1

k “ fk.
Existence.
On définit par récurrence la base pf1, ..., fnq. On pose f1 “ e1. Alors φpf1, f1q “

φpe1, e1q “ détA1 ‰ 0. On suppose que k ě 1 et que f1, ..., fk sont déjà définis avec
les propriétés suivantes :

— @1 ď i ‰ď k, φpfi, fjq “ 0.

— @1 ď i ď k, fi P ei ` Vectte1, ..., ei´1u.
Supposons k ă n. On remarque que la matrice de passage Pk de la base

pe1, ..., ekq dans la base pf1, ..., fkq est triangulaire supérieure avec des 1 sur la
diagonale. †

Donc détPk “ 1. Or, d’après la formule de changement de bases pour les formes
bilinéaires, on a

pφpfi, fjqq1ďi,jďk “ tPkAkPk P Mkp�q
et en appliquant le déterminant

détpφpfi, fjqq1ďi,jďk “ détptPkqdétAkdétPk

“ détAk ‰ 0.

Or la matrice pφpfi, fjqq1ďi,jďk est diagonale donc

détpφpfi, fjqq1ďi,jďk “ φpf1, f1q....φpfk, fkq “ détAk ‰ 0.

En particulier @1 ď i ď k, φpfi, fiq ‰ 0. On peut donc poser

fk`1 “ ek`1 ´
kÿ

i“1

φpek`1, fiq
φpfi, fiq fi P ek`1 ` Vecttf1, ..., fku

Ď ek`1 ` Vectte1, ..., eku.
De plus, @1 ď j ď k, φpfk`1, fjq “ 0.
En effet,

@1 ď j ď k, φpfk`1, fjq “ φpek`1 ´
kÿ

i“1

φpek`1, fiq
φpfi, fiq fi, fjq

†. En effet, les coefficients Pkij de la matrice Pk vérifient fj “ řk
i“1 Pkijei. Comme les vecteurs

e1, ..., en forment une base et comme fj P ej `Vectte1, ..., ej´1u, on a @j, Pkjj “ 1, @i ą j, Pkij “
0.
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“ φpek`1, fjq ´
kÿ

i“1

φpek`1, fiq
φpfi, fiq φpfi, fjq

“ φpek`1, fjq ´ φpek`1, fjq
φpfj, fjq φpfj, fjq

“ 0.

Cela termine la construction de la famille pf1, ..., fnq par récurrence.
Exercices.

a) Si e1, ..., enq est une base orthonormale de E, alors @x “ x1e1 ` ... ` xnen, y “
y1e1 ` ... ` ynen P E, xx, yy “ x1y1 ` ... ` xnyn.

b) Appliquer le procédé de Gram-Schmidt à la base pe0, e1, e2, e3, e4q “ p1, X,X2, X3, X4q
de�rXsď4 avec le produit scalaire xf, gy “ ş1

´1
fptqgptq?

1´t2
dt “ şπ

0
fpcos xqgpcos xqdx.

f0 “ e0 “ 1, f1 “ e1 ´ xe1,f0y
xf0,f0yf0 “ X ´

şπ
0 cosxdxşπ

0 dx
1 “ X, f2 “ e2 ´ xe2,f1y

xf1,f1yf1 ´
xe2,f0y
xf0,f0yf0 “ X2´

şπ
0 cos3 xdxşπ
0 cos2 xdx

X´
şπ
0 cos2 xdxşπ

0 dx
1 “ X2´ 1

2
, f3 “ e3´ xe3,f2y

xf2,f2yf2´ xe3,f1y
xf1,f1yf1´

xe3,f0y
xf0,f0yf0 “ X3 ´

şπ
0 cos3 xpcos2 x´ 1

2
qdxşπ

0 pcos2 x´ 1
2

q2dx pX2 ´ 1
2
q ´

şπ
0 cos4 xdxşπ
0 cos2 xdx

X ´
şπ
0 cos3 xdxşπ

0 dx
1 “ X3 ´

3
4
X, f4 “ e4´ xe4,f3y

xf3,f3yf3´ xe4,f2y
xf2,f2yf2´ xe4,f1y

xf1,f1yf1´ xe4,f0y
xf0,f0yf0 “ X4´

şπ
0 cos4 xpcos3 x´ 3

4
cosxqdxşπ

0 pcos3 x´ 3
4
cosxq2dt pX3´

3
4
Xq ´

şπ
0 cos4 xpcos2 x´ 1

2
qdxşπ

0 pcos2 x´ 1
2

q2dx pX2 ´ 1
2
q ´

şπ
0 cos4 x cosxdxşπ

0 cos2 xdx
X ´

şπ
0 cos4 xdxşπ

0 dx
1 “ X4 ´ X2 ` 1

8

c) Critère de Sylvester. Soit A P Snp�q. Montrer que la forme bilinéaire symétrique
associée φA est un produit scalaire ô @1 ď i ď n, ∆ipAq “ détpAαβq1ďα,βďi ą 0.
Indication. Soit Ai “ pAαβq1ďα,βďi. Noter b “ pe1, ..., enq la base canonique de
�n. Appliquer le procédé de Gram-Schmidt aux vecteurs e1, ..., en et obtenir
une base b1 “ pf1, ..., fnq orthogonale pour φA. Alors Di “ tPirφAspe1,...eiqPi où
Pi est la matrice de passage de la base pe1, ..., eiq dans la base pf1, ..., fiq qui est
triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale et Di est la matrice de φA

dans la base pf1, ..., fiq qui est diagonale car la base pf1, ..., fiq est orthogonale.
Donc @i, φApf1, f1q...φApfi, fiq “ détDi “ ∆ipAq ...

Si tous les ∆ipAq ą 0, alors la forme bilinéaire φA est définie positive (dans
la base pf1, ..., fnq, c’est facile). Si φA est définie positive, alors pour tout i,
∆ipAq “ φApf1, f1q....φpfi, fiq ą 0.

Exemple. La matrice symétrique A “
¨
˝

2 ´1 0 0
´1 2 ´1 0
0 ´1 2 ´1
0 0 ´1 2

˛
‚définit un produit sca-

laire car ∆1pAq “ 2, ∆2pAq “ 3, ∆3pAq “ 4, ∆4pAq “ 5 ą 0.
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Fin du cours du 30/1
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II.3 Sous-espaces orthogonaux

Soit pE, x¨, ¨yq un espace préhilbertien.
Notation. Soit X Ď E. On pose XK “ ty P E : @x P X, xx, yy “ 0u.
C’est l’orthogonal de X.
Proposition

i) XK “ VectpXqK est un sous-espace de E ;

ii) 0K “ E, EK “ 0,

iii) @F ď E, F ď FKK, FK “ FKKK, F ` FK “ F ‘ FK,

iv) @F,G ď E, pF ` GqK “ FK X GK, FK ` GK ď pF X GqK.

v) si F est de dimension finie, alors E “ F ‘ FK et si E est de dimension finie,
alors dimF ` dimFK “ dimE ;

vi) Si E est de dimension finie, alors @F ď E, F “ FKK, @F,G ď E, FK `GK “
pF X GqK.

II.4 Projections orthogonales

Soit E, x¨, ¨y un espace euclidien.

II.4.1 Définition

Soit F ď E. Soit x P E. Soient x1 P F, x2 P FK tels que x “ x1 ` x2. On pose
pF pxq “ x1. C’est la projection orthogonale de x sur F .

Remarque. Soient x, y P E. Alors y “ pF pxq ô y P F et x ´ y P FK.
Exercice. Soit p P L pEq. Alors p est une projection orthogonale ô p2 “

p et ker pKim p.

II.4.2 Formule

Si f1, ..., fk est une base orthonormale de F , alors pF pxq “ xx, f1yf1 ` ... `
xx, fkyfk.

II.4.3 Distance à un sous-espace

Soit x P E, alors dpx, F q “ infyPF ||x ´ y|| “ ||x ´ pF pxq||.
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Proposition. (Matrice d’une projection orthogonale.) Soit pF la pro-
jection orthogonale sur F . Si B “ pe1, ..., enq est une base orthonormale de E,
alors

rpF sB “ BptBBq´1tB

où B “ pxei, fjyq 1ďiďn
1ďjďk

P Mnk est la matrice d’une base pf1, ..., fkq quelconque de
F dans la base B.

Démo. Soit f P L pEq tel que rf sB “ BptBBq´1tB. Soient x P E, y P F .

Alors il existe X “
˜x1

...
xn

¸
P Mn1p�q, Y “

˜y1
...
yk

¸
P Mk1p�qtels que x “

x1e1 ` ... ` xnen, y “ y1f1 ` ... ` ykfk.
Alors

xx ´ fpxq, yy “ tpX ´ BptBBq´1tBXqBY

“ tXBY ´ tXB ptBBq´1tBBloooooomoooooon
“Ik

Y

“ tXBY ´ tXBY “ 0 .

C’est vrai pour tout y P F donc x ´ fpxq P FK ñ fpxq “ pF pxq.
Q.e.d.

Exemple. Si E “ �n, si d est une droite, alors pd “ vtv
tvv

où v P Mn1p�q est le
vecteur des coordonnées d’un vecteur directeur de d.
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II.5 Matrices de Gram

Définition. Soient e1, ..., en P E. On note Gpe1, ..., enq “ pxei, ejyq1ďi,jďn P
Mnp�q.

Proposition.
— La matrice Gpe1, ..., enq est symétrique positive.
— La matrice Gpe1, ..., enq est symétrique définie positive ô détGpe1, ..., enq ą

0 ô e1, ..., en sont �´linéairement indépendants.

— Pour tout x P E, dpx, F q “
b

détGpx,f1,...,fnq
détGpf1,...,fnq pour toute base quelconque

pf1, ..., fnq de F .
Exercices.

1. Si F “ tpx, yq P �2 : ax ` by “ 0u ď �2 avec pa, bq ‰ p0, 0q, alors (pour le

produit scalaire usuel), @px, yq P �2, dppx, yq, F q “
b

|ax`by|
a2`b2

.

2. Calculer infa,b,cP�
ş1
0
px3 ´ ax2 ´ bx ´ cq2dx.

Réponse. gfffffffffffe

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

1
7

1
6

1
5

1
4

1
6

1
5

1
4

1
3

1
5

1
4

1
3

1
2

1
4

1
3

1
2
1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
1
5

1
4

1
3

1
4

1
3

1
2

1
3

1
2
1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

“ 1

4
.

Fin du cours du 7/2
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3. Soient a1, ..., an P �n, on pose P pa1, ..., anq “ tt1a1`...`tnan : 0 ď t1, ..., tn ď
1u. On définit par récurrence vol1P pa1q “ ||a1||, volnP pa1, ..., anq “ voln´1P pa1, ..., an´1qdpa
Vérifier par récurrence sur n que

volnpP pa1, ..., anqq “
a
détGpa1, ..., anq † .

II.6 Angles entre vecteurs de �n.

Définition. Soient 0 ‰ x, y P �n. L’angle entre x, y est le réel 0 ď xxy ď π tel
que

cos xxy “ xx, yy
||x||||y|| .

Exemple. xKy ô xxy “ π
2
; x, y colinéaires ô xxy “ 0 ou π.

Exercice. Soit un tétraèdre régulier dans �3. L’angle entre les vecteurs issus du
centre et pointés vers les sommets est Arccos ´ 1

3
“ π ´ Arctanp2?

2q.

Indication. Soit c le cosinus de l’angle cherché. On a

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
1 c c c
c 1 c c
c c 1 c
c c c 1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ pc´1q3p3c`1q “

0 car 4 vecteurs dans �3 sont toujours liés.

†. On peut interpréter volnP pa1, ..., anq comme le volume de P pa1, ..., anq.
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Figure 1 – α “ Arccosp´1
3
q
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III Matrices orthogonales

Soit pE, x¨, ¨yq un espace euclidien. Soit f P L pEq.
Définition. Sont équivalentes.

i) @x P E, ||fpxq|| “ ||x||.
ii) @x, y P E, xfpxq, fpyqy “ xx, yy.
iii) f envoie toute base orthonormale sur une base orthonormale.

iv) f envoie une base orthonormale sur une base orthonormale.

On dit que f est une transformation orthogonale si une de ces assertions est
vraie.

Notation. OpEq “ l’ensemble des transformations orthogonales de E.
Exercices.

1) OpEq ď GLpEq est un sous-groupe c-à-d IdE P OpEq, @f, g P OpEq, f ˝ g P
OpEq, @f P OpEq, f´1 P OpEq.

2) Si f P L pEq, alors f P OpEq ô rf sB P Onp�q pour toute base orthonormale
B de E (cf. définition ci-dessous) †.

Définition. Soit M P Mp�q. Sont équivalentes

i) tMM “ In « colonnes orthogonales ».

ii) M tM “ In « lignes orthogonales ».

iii) M inversible et M´1 “ tM .

Si une de ces conditions est vérifiée, on dit que la matrice M est orthogonale.
Remarques. i) ô « les colonnes de M forment une base orthonormale de �n »
ii) ô « les lignes de M forment une base orthonormale de �n »
Une matrice de rotation est une matrice orthogonale de déterminant 1.
Notations. Onp�q, SOnp�q.
Exercices.

1) @M “ ´tM P Mnp�q, expM P SOnp�q.
2) @M “ ´tM P Mnp�q, I ` M est inversible et pI ´ MqpI ` Mq´1 P SOnp�q. ‡

†. En effet, si B “ pe1, ..., enq, si A “ rf sB, alors @1 ď j ď n, fpejq “ řn
i“1 Aijei ñ @1 ď

i, j ď n, xfpeiq, fpejqy “ xř
k Akiek,

ř
k Akjeky “ ř

k AkiAkj “ ptAAqij .
‡. Si tM “ ´M , si λ P � est une valeur propre de M , alors il existe 0 ‰ x P Cn tel que Mx “

λx ñ txMx “ λtxx ñ ttxMx “ λtxx. Or, on a aussi : ttxMx “ txtMx “ txp´Mqx “ ´λtxx.
Comme txx “ ř

i |xi|2 ą 0, on peut simplifier et λ “ ´λ ñ λ P i�. Donc M n’a pas de valeur
propre réelle donc la matrice M ` In est inversible.
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3) SOnp�q ď Onp�q ď GLnp�q.
4) Si M P Onp�q, détM “ ˘1.

Exemples. Les matrices de permutations, In ´2vtv pour tout vecteur colonne v

de norme 1 pour le produit scalaire usuel, ´ 1
2

ˆ
1

?
3

´?
3 1

˙
, 1

3

˜
2´2´1
1 2 ´2
2 1 2

¸
, 1

2

¨
˝

1 ϕ 1
ϕ

´ϕ 1
ϕ

1
1
ϕ

´1 ϕ

˛
‚

où ϕ “ 1`?
5

2
sont orthogonales.

Exercice. Si n ě 1, alors
b

2
n`1

`
sinp ijπ

n`1
q˘

1ďi,jďn
P Onp�q.

III.1 Dimension 2

Proposition. SO2p�q “ tRα “
´
cosα´ sinα
sinα cosα

¯
: α P �u, O2p�q z SO2p�q “

tSα “
´
cosα sinα
sinα ´ cosα

¯
: α P �u.

Remarques. Rα est la rotation d’angle α, Sα est la symétrie orthogonale par
rapport à la droite « qui fait un angle α

2
avec l’axe des abscisses ».

Exercices.

1) @α, β, S2
α “ I2, RαRβ “ Rα`β, SαSβ “ Rα´β, SαRβ “ Sα´β, RαSβ “ Sα`β.

2) Rα “ expα
´
0´1
1 0

¯
.

III.2 Dimension 3

III.2.1 Axes d’une rotation.

Théorème. Si R P O3p�q, alors il existe v P �3 tel que Rv “ ˘v.
Démo. (Euler) Si tR ‰ R, alors tR´R est antisymétrique de taille 3 non nulle

donc de rang 2 (exo). Or, ker tR ´ R est stable par R. Donc si 0 ‰ v P ker tR ´ R,
alors Rv “ ˘v.

Si tR “ R, alors R2 “ I3 ñ �3 “ kerpR ´ I3q ‘ kerpR ` I3q.
Définition. Soit I3 ‰ R P SO3p�q, alors dim kerpR ´ I3q “ 1 † On dit que

kerpR ´ I3q est l’axe de la rotation R.

†. Si dimkerpR´I3q “ 3, alors R “ I3 absurde. Si dimkerpR´I3q “ 2, alors le supplémentaire
kerpR ´ I3qK est stable par R et est de dimension 1 donc un espace propre. La valeur propre
associée est 1 (car le produit des valeurs propres est détR “ 1). Mais c’est impossible car alors
dimkerpR´ I3q “ 3. Si dimkerpR´ I3q “ 0, alors les valeurs propres de R sont soit ´1, z, z pour
un z P � z� absurde car alors détR “ ´|z|2 ‰ 1, soit ´1,´1,´1 (car les seules valeurs propres
réelles sont ˘1) absurde car alors détR “ p´1q3 “ ´1 ‰ 1.
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Corollaire. Soit R P SO3p�q, alors si tR ‰ R, l’axe de la rotation R est

kerR ´ I3 “ �
˜
R23 ´ R32
R31 ´ R13
R12 ´ R21

¸
.

Démo. Si ´1 est valeur propre d’une rotation R alors il existe P P O3p�q telle
que

tPRP “
˜´1 0 0

0 cos θ sin θ
0 sin θ ´ cos θ

¸

qui est symétrique ...
Exercice. @R P SO3p�q, DP P SO3p�q, R “ tPR1,θP pour un certain θ P �, où

R1,θ :“
˜
1 0 0
0 cos θ ´ sin θ
0 sin θ cos θ

¸
.

En déduire que toute rotation dans SO3p�q est produit de deux rotations d’angle
π.

fin du cours du 13/2
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III.2.2 Produit vectoriel

Définitions. (Produit vectoriel et produit mixte)

1) @x, y, z, x1, y1, z1 P �,
ˆx
y
z

˙
^

˜
x1
y1
z1

¸
:“

˜
yz1 ´ zy1
zx1 ´ xz1
xy1 ´ yx1

¸
P �3

2) @x, y, z, x1, y1, z1, x2, y2, z2 P �,
” ˆx

y
z

˙
,

˜
x1
y1
z1

¸
,

˜
x2
y2
z2

¸ ı
:“

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
x x1 x2
y y1 y2
z z1 z2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ P �.

Propriétés.

i) �3 ˆ�3 Ñ �3, pu, vq ÞÑ u ^ v est bilinéaire alternée.

ii) @u, v, w P �3, ru, v, ws “ pu ^ vq ¨ w †

iii) @u, v, w P �3, u ^ pv ^ wq “ pu ¨ wqv ´ pu ¨ vqw.

iv) @u, v P �3, ||u ^ v||2 “ ||u||2||v||2 sin2 α où α P r0, πs, pu ¨ vq “ ||u||||v|| cosα.

v) (Jacobi) @u, v, w, u ^ pv ^ wq ` v ^ pw ^ uq ` w ^ pu ^ vq “ 0.

Remarque. ÝÑx ^ ÝÑy K ÝÑx ,ÝÑy .

III.2.3 Formule de Rodrigues

Si ÝÑx “ tpx1, x2, x3q P �3, on pose ΛÝÑx :“
˜

0 ´x3 x2
x3 0 ´x1´x2 x1 0

¸
P A3p�q ‡. Soit

ÝÑ
k P �3 un vecteur de norme 1.

— La matrice de la rotation d’axe ÝÑ
k et d’angle θ P � est RÝÑ

k ,θ
“ I3 `

sin θΛÝÑ
k

` p1 ´ cos θqΛ2ÝÑ
k

.
— Comme application linéaire, on a :

@ÝÑv P �3, RÝÑ
k ,θ

pÝÑv q “ cos θ ÝÑv ` sin θ
ÝÑ
k ^ ÝÑv ` p1 ´ cos θqpÝÑ

k ¨ ÝÑv q ÝÑ
k .

Exemples. RÝÑe1 ,θ “ R1,θ “
˜
1 0 0
0 cos θ ´ sin θ
0 sin θ cos θ

¸
, RÝÑe3 ,θ “ R3,θ “

˜
cos θ ´ sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

¸
.

Exercice. R “ exppθΛÝÑ
k

q.
En particulier, R´1 “ expp´θΛÝÑ

k
q “ expptpθΛÝÑ

k
qq “ t exppθΛÝÑ

k
q “ tR et

détR “ exppTrpθΛÝÑ
k

qq “ exp 0 “ 1.

†. Pour le produit scalaire usuel de �3.
‡. C’est la matrice de ÝÑv ÞÑ ÝÑx ^ ÝÑv .
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Solution. exppθΛkq “ ř8
q“0

θq

q!
Λq

k. Or, un rapide calcul montre que @q ě 1, Λ2q
k “

p´1qq´1Λ2
k, Λ

2q`1
k “ p´1qqΛk. Donc

exppθΛkq “ I3 ` p
8ÿ

q“1

p´1qq´1θ2q

p2qq! q
looooooooomooooooooon

1´cos θ

Λ2
k ` p

8ÿ

q“0

p´1qqθ2q`1

p2q ` 1q! q
looooooooomooooooooon

sin θ

Λk

“ I3 ` sin θΛk ` p1 ´ cos θqΛ2
k “ Rk,θ.

III.2.4 Angles d’Euler

Exercice. Les matrices de SO3p�q sont de la forme

R1,αR3,βR1,γ

“
˜
1 0 0
0 cosα´ sinα
0 sinα cosα

¸ ˜
cos β ´ sin β 0
sin β cos β 0
0 0 1

¸ ˜
1 0 0
0 cos γ ´ sin γ
0 sin γ cos γ

¸

“
˜

cos β ´ sin β cos γ sin β sin γ
cosα sin β cosα cos β cos γ ´ sinα sin γ ´ cosα cos β sin γ ´ sinα cos γ
sinα sin β sinα cos β cos γ ` cosα sin γ ´ sinα cos β sin γ ` cosα cos γ

¸
,

α, β, γ P �.
Indication. Soit R P SO3p�q. il existe α, β P � tel que RpÝÑe1q “ R1,αR3,βpÝÑe1q †.

Alors D γ, pR1,αR3,βq´1R “ R1,γ.

Exemple.

˜
0 0 1
1 0 0
0 1 0

¸
“ R1,πR3,´π

2
R1,´π

2
.

†. ô Dα,β P �, Rpe1q “
˜

cosβ
cosα sinβ
sinα sinβ

¸
ce qui est possible car Rpe1q est un vecteur de norme

1.
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III.3 Symétries orthogonales

Définition. Soit F ď E. La symétrie orthogonale par rapport à F est l’ap-
plication linéaire sF : E Ñ E, @x P F, @y P FK, x ` y ÞÑ x ´ y. C’-à-d :
@x P F, sF pxq “ x, @y P FK, sF pyq “ ´y.

Si F est de codimension 1, on dit que c’est une réflexion orthogonale.
Exercices.

1) Soit s P L pEq. Alors s est une symétrie orthogonale ô s “ IdE et kerps ´
1qK kerps ` 1q.

2) Soit F ď E. On a sF “ 2pF ´ IdE “ IdE ´ 2pFK .

3) Soit 0 ‰ v P Mn1p�q un vecteur colonne. Montrer que Rv :“ In ´ 2
tv.v

v.tv est
une réflexion orthogonale. Par rapport au sous-espace �vK.

Par exemple si v “
´
1
0

¯
, alors Rv “

´´1 0
0 1

¯
, si v “

´
1

´1

¯
, alors Rv “

´
0 1
1 0

¯
.

4) Soit S P Mnp�q. Montrer que S est une matrice de symétrie orthogonale (pour
le produit scalaire usuel de �n) ô S2 “ In et tS “ S.

Proposition. Une matrice de symétrie orthogonale est orthogonale. De plus,
les réflexions orthogonales engendrent Onp�q.

III.4 Les réflexions orthogonales engendrent Onp�q
Proposition. Soit O P Onp�q. Soit k “ rangpO ´ Inq.

i) Si R “ r1...rs où les ri sont des réflexions orthogonales, alors s ě k.

ii) Il existe des réflexions orthogonales r1, ..., rk telles que O “ r1...rk.

Démo. Soit R une réflexion orthogonale, alors

kerpR ´ Inq X kerpRO ´ Inq ď kerpO ´ Inq.

Or, dim kerpR ´ Inq “ n ´ 1 donc

dim
´
kerpR´InqXkerpRO´Inq

¯
“ n´1`dimkerpRO´Inq´dim

´
kerpR ´ Inq ` kerpRO ´ Inq

¯
looooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooon

“n´1 oun

“ dim kerpRO ´ Inq ou dim kerpRO ´ Inq ´ 1

ě dim kerpRO ´ Inq ´ 1

25 / 56



L2 – Algèbre 4 2025-2026

d’où
dim kerpO ´ Inq ě dim kerpRO ´ Inq ´ 1

ô n ´ dim kerpRO ´ Inq ě n ´ dim kerpO ´ Inq ´ 1

ô rgpRO ´ Inq ě rgpO ´ Inq ´ 1.

i) Si O “ R1...Rs, alors Rs...R1O “ In ñ rgpRs...R1O´Inq “ 0 ě rgpO´Inq´
s ñ s ě k.

ii) On raisonne par récurrence sur k “ rgpO ´ Inq ě 0.
Si v “ Ox ´ x ‰ 0, alors kerpO ´ Inqlooooomooooon

xR
Ă­“ kerpRvO ´ Inqlooooooomooooooon

xP

† ñ rgpO ´ Inq ´ 1 ď

rgpRvO ´ Inq ă rgpO ´ Inq ñ rgpRvO ´ Inq “ rgpO ´ Inq ´ 1. Par hypothèse de
récurrence, il existe R1, ..., Rk´1 des réflexions orthogonales telles que :

RvO “ R1....Rk´1 ñ O “ RvR1...Rk´1

produit de k réflexions orthogonales.
Exercices.

1) Si R “ r1...rk où r1, ..., rk sont des réflexions orthogonales, alors k ě rangpR´
Inq. Indication. @A P Mnp�q, @r réflexion orthogonale, rangprA´Inq ě rangpA´
Inq ´ 1.

2) Soit O “
¨
˝
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

˛
‚P O4p�q. Alors rangO ´ I4 “ 3 et

O “
¨
˝
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

˛
‚

¨
˝
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

˛
‚

¨
˝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

˛
‚

loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon
3 réflexions orthogonales

.

†. v “ Ox ´ x ‰ 0 ñ x R kerpO ´ Inq. D’autre part, RvOx “ x ô Ox “ Rvx ô Ox “
x ´ 2

tvv v
tvx ô v “ ´ 2

tvv v
tvx ô ´ 2

tvv
tvx “ 1 ô ´2tvx “ tvv ô ´2tpOx ´ xqx “ tpOx ´

xqpOx ´ xq ô ´2ptxtOx ´ txxq “ tx tOOloomoon
In

x ´ txtOx ´ txOx ` txx ô txtOx “ txOx ce qui est

vrai car txOx P M1,1p�q ñ txOx “ tptxOxq “ txtOx.
Enfin, y P kerpO ´ Inq ô Oy “ y ñ tvOy “ tvy “ tpOx ´ xqy “ txtOy ´ txy “ txy ´ txy “

0 ñ RvOy “ y ´ 2
tvv v

tvOy “ yc-à-d y P kerpRvO ´ Inq.
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IV Réduction des endomorphismes autoadjoints

IV.1 Matrices symétriques

IV.1.1 Réduction

Théorème. Soit A P Snp�q. Alors il existe P P Onp�q et D diagonale telles
que A “ PDtP .

Lemme. A possède une valeur propre réelle.
Démo. du lemme. Si Ax “ λx, 0 ‰ x P �n, λ P �, alors txAx “ tptxAxq ô

λtxx “ λtxx ô λ “ λ ñ λ P �.
Démo. Par récurrence sur n ě 0.
Exemples.

a)

˜
1 1 1
1 1 1
1 1 1

¸
“ PDtP où P “

¨
˚̋

1?
3

1?
2

1?
6

1?
3

´ 1?
2

1?
6

1?
3

0 ´
?
2?
3

˛
‹‚, D “

˜
3
0
0

¸
.

b) Soit Tn “

0 1

1

1

1 0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

P Snp�q. @i, j, pTnqij “ 1 si |j ´ i| “ 1, 0

sinon.

Alors Tn “ PDtP où P “ `
sin ijπ

n`1

˘
1ďi,jďn

et D “

2 cos π
n`1

2 cos nπ
n`1

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

.

En effet, @x, @k P �, sinppk ` 1qxq ` sinppk ´ 1qxq “ 2 cos x sinpkxq sinpn ` 1qx. En pariculier si v “
¨
˚̋

sin x

.

.

.
sinpnxq

˛
‹‚, alors

Tnv “ 2 cos xv si sinppn ` 1qxq “ 0. On trouve ainsi n vecteurs propres associés à des valeurs propres distinctes.

Remarque. Si Tn P �rXs est le polynôme de degré n tel que @t, sinppn ` 1qtq “ sin tTnpcos tq, alors χTn pXq “ Tn

´
X
2

¯
.

Exercices.

1. Si λ ‰ µ, alors kerpA ´ λq K kerpA ´ µq.
2. Montrer que la matrice symétrique

´
1 i
i ´1

¯
n’est pas diagonalisable sur �.
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Méthode pour diagonaliser une matrice symétrique dans une base orthonormée

Soit A P Snp�q.
— On cherche les valeurs propres distinctes de A : λ1, ...,λr.
— Pour tout i, on cherche une base orthonormée de kerA ´ λiIn notée B

(quitte à orthonormaliser une base quelconque).
— Alors la base B “ YiBi est une base orthonormée de vecteurs propres de

A.

IV.2 Signature.

Définition. Soit A P Snp�q. Soient λ1, ...,λn les valeurs propres de A. On
note signpAq “ pp, qq la signature de A où

p “ |t1 ď i ď n : λi ą 0u|

q “ |t1 ď i ď n : λi ă 0u| ;
c’est la signature de A.

Exercices.

1) p ` q “ rangpAq.
2) sign

´
1 0
0 1

¯
“ p2, 0q, sign

´
1 0
0 0

¯
“ p1, 0q, sign

´
0 1
1 0

¯
“ p1, 1q .

Théorème. Soietn A,B P Snp�q. Alors

signpAq “ signpBq ô D P P GLnp�q, A “ PBtP.

Nous le démontrerons plus tard ...

IV.3 Min-max.

Théorème. Soit A P Snp�q. Soient λ1 ď ... ď λn les valeurs propres de A.
Alors

λk “ min
FďMn1p�q
dimF“k

max
xPF

||x||“1

txAx “ max
FďMn1p�q

dimF“n´k`1

min
xPF

||x||“1

txAx .

Démo. Soit pe1, ..., enq une base orthonormée (pour le produit scalaire usuel)
de vecteurs propres associés aux valeurs propres λ1, ...,λn.
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Soit Fk “ Vectte1, ..., eku ď �n. Comme dimFk “ k, on a bien

min
FďMn1p�q
dimF“k

max
xPF

||x||“1

txAx ď max
xPFk||x||“1

txAx.

Or si x “ x1e1 ` ... ` xkek P Fk est de norme 1, alors

txAx “ λ1x
2
1 ` ... ` λkx

2
k ď λkpx2

1 ` ... ` x2
kq “ λk

Donc
min

FďMn1p�q
dimF“k

max
xPF

||x||“1

txAx ď max
xPFk||x||“1

txAx ď λk.

D’un autre côté, si dimF “ k, alors F X Vecttek, ..., enu ‰ 0 † donc il existe
x “ xkek ` ... ` xnen P F de norme 1.

Alors

txAx “ λkx
2
k ` ... ` λnx

2
n ě λkpx2

k ` ... ` x2
nq “ λk||x||2 “ λk.

Donc
max
xPF

||x||“1

txAx ě λk

et donc
min

FďMn1p�q
dimF“k

max
xPF

||x||“1

txAx ě λk.

De même pour l’autre égalité.
Exercices.

1) Avec les notations du théorème, vérifier que si A,B P Snp�q, alors λ1pAq `
λ1pBq ď λ1pA ` Bq ď λnpA ` Bq ď λnpAq ` λnpBq.

2) Démontrer le critère de Sylvester avec les mineurs principaux à l’aide du théo-
rème ci-dessus.

IV.4 Adjoint d’un endomorphisme

Théorème de Riesz. Soit E un espace euclidien. @λ P E˚, D !xλ P E, λ “
xxλ, ¨y.

†. car dimpF X Vecttek, ..., enuq “ dimF ` dimVecttek, ..., enu ´ dimpF ` Vecttek, ..., enuq ě
k ` n ´ k ` 1 ´ n “ 1.
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Démo. L’application linéaire Φ : E Ñ E˚, x ÞÑ xx, ¨y est injective donc un
isomorphisme car dimE “ dimE˚.

Définitions. Soit E un espace euclidien. Si f P L pEq, il existe un unique
f˚ P L pEq tel que :

@x, y P E, xfpxq, yy “ xx, f˚pyqy .

On dit que f est autoadjoint si f ˚ “ f , orthogonal si f˚ “ f´1, normal si
ff˚ “ f˚f .

Démo de l’existence et l’unicité de f ˚.
Unicité.
Si h1, h2 P LpEq vérifient

@x, y P E, xfpxq, yy “ xx, h1pyqy “ xx, h2pyqy,
alors

@x, y P E, xx, h1pyq ´ h2pyqy “ 0.

Si y P E est fixé, en prenant x “ h1pyq ´ h2pyq, on a :

xh1pyq ´ h2pyq, h1pyq ´ h2pyqy “ ||h1pyq ´ h2pyq||2 “ 0

ñ h1pyq “ h2pyq.
Existence.
Posons f˚ “ Φ´1 ˝ tf ˝ Φ où tf est l’application linéaire E˚ Ñ E˚, λ ÞÑ λ ˝ f .
On a Φ ˝ f˚ “ tf ˝ Φ ô @y P E, Φpf˚pyqq “ tfpΦpyqq “ Φpyq ˝ f . Donc

@y P E, @x P E, Φpf˚pyqqpxq “ Φpyqpfpxqq ô xf˚pyq, xy “ xy, fpxqy
et x¨, ¨y est symétrique ...

Fin du cours du 6 mars

Exercices.

a) Si B est une base orthonormée de E, alors rf ˚sB “ trf sB.

b) Montrer que l’opérateur P ÞÑ p1´X2qP 2 ´XP 1 est autoadjoint dans RrXsďn

pour le produit scalaire xP,Qy “ şπ
0
P pcos tqQpcos tqdt “ ş1

´1
P pxqQpxq?

1´x2 dx. †

Propriétés. f˚˚ “ f, pf`λgq˚ “ f˚`λg˚, pfgq˚ “ g˚f˚, Trf˚ “ Trf, détf˚ “
détf, ker f˚ “ ImfK, ker fK “ Imf˚ ‡

†. Par ipp, vérifier que
şπ
0

pp1 ´ cos2 tqP 2pcos tq ´ cos tP 1pcos tqQpcos tqdt “
´ şπ

0
sin2 tP 1pcos tqQ1pcos tqdt “ şπ

0
pp1 ´ cos2 tqQ2pcos tq ´ cos tQ1pcos tqqP pcos tqdt.

‡. x P ker f ô fpxq “ 0 ô @y P E, xfpxq, yy “ 0 ô @y P E, xx, f˚pyqy “ 0 ô x P pImf˚qK.
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IV.5 Réduction des endomorphismes normaux

Théorème. Soit A P Mnp�q telle que tAA “ AtA. Alors il existe O P Onp�q
telle que

A “ ODtO “ ODO´1

où D est de la forme
¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

x1
...
xr ´

α1 ´β1
β1 α1

¯

...´
αs ´βs
βs αs

¯

˛
‹‹‹‹‹‹‚

où xi,αj, P �, βj P � z t0u et x1, ...xr,α1 ˘ iβ1, ...,αs ˘ iβs sont les valeurs propres
de A.

Démo.
Lemme. Il existe un sous-espace F ď Mn1p�q de dimension 1 ou 2 stable par

A.
Cas particuliers. A symétrique : s “ 0 ; antisymétrique : λ1 “ ... “ λr “

0, α1 “ ... “ αs “ 0 ; orthogonale : λ1, ...,λr “ ˘1, αi “ cos θi, βi “ sin θi.

fin du cours du 13 mars

Donc ker f “ pImf˚qK ô ker fK “ Imf˚.
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Exercices.

1) Si F ď E est stable par f P LpEq, alors FK est stable par f˚.

2) Soit A P Mnp�q une matrice avec une valeur propre λ P �. Montrer que si
A est symétrique, alors λ P �, si A est antisymétrique, alors λ P i�, si A est
orthogonale, alors |λ| “ 1.

3) Montrer qu’une matrice normale est diagonalisable sur �.

4) Déduire du théorème que exp : Anp�q Ñ SOnp�q est surjective.

5) Une matrice antisymétrique réelle est de rang pair.

IV.6 Décomposition polaire

Théorème. Soit A P GLnp�q. Alors il existe une unique O P Onp�q, une
unique S P S ``

n p�q telles que A “ OS.
Démo. Unicité. Si x P Vλ “ kerptAA ´ λInq, alors Sx “ ?

λx car SpVλq Ď Vλ,
S|Vλ

est diagonalisable, pS|Vλ
q2 “ λId|Vλ

et les valeurs propres de S sont ą 0.
Or �n “ À

λ Vλ.
Existence. Soit S comme ci-dessus. Alors S2 “ tAA et AS´1 P Onp�q car

tpAS´1qAS´1 “ S´1tAAS´1 “ S´1S2S´1 “ In .

Remarque. La matrice S est un polynôme en la matrice tAA !
Exercices.

1) Si A P Mnp�q, montrer l’existence.

2) Déduire du théorème que si A P GLnp�q, alors A “ O1DO2 où O1, O2 P Onp�q
et D diagonale à coefficients diagonaux ą 0 †.

3) Si A “
´
a b
c d

¯
P GL2p�q, alors la décomposition polaire de A est donnée par

la formule suivante.
A “ OS

avec

O “

$
’’’’&
’’’’%

A`CompAq?
détpA`CompAqq “

˜
a ` d b ´ c
c ´ b a ` d

¸

?
pa`dq2`pb´cq2 si détA ą 0,

A´CompAq?
´détpA´CompAqq “

˜
a ´ d b ` c
b ` c d ´ a

¸

?
pa´dq2`pb`cq2 si détA ă 0

P O2p�q

†. Solution. Si A “ OS, soit P P Onp�q telle que S “ PDtP . Alors A “ OPloomoon
O1

D tPloomoon
O2

.
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et S “ tOA P S ``
2 p�q.

V Congruences

V.1 Formes quadratiques

Définition. Une forme quadratique sur �n est une application q : �n Ñ � de
la forme

@x1, ..., xn P �, qpx1, ..., xnq “
ÿ

1ďiďjďn

qijxixj

pour certains qij P �.
Exemples.
— qpx1, x2q “ x2

1 ` x2
2, qpx1, x2q “ x2

1 ´ x2
2, qpx1, x2q “ x1x2.

— qpxq “ lpxq2 si l : �n Ñ � linéaire.
— qpxq “ txAx si x P �n, A P Snp�q.
Théorème. Loi d’inertie de Syvester.
Soit q : �n Ñ � une forme quadratique, alors

i) Il existe une base pe1, ...enq de�n et des ai P �, 1 ď i ď n, tels que @x1, ..., xn P
�, qpx1e1 ` ... ` xnenq “ a1x

2
1 ` ... ` anx

2
n.

ii) Il existe une base pe1, ...enq de �n et r, s P � tels que r`s ď n et @x1, ..., xn P
�, qpx1e1 ` ... ` xnenq “ x2

1 ` ... ` x2
r ´ x2

r`1 ´ ... ´ x2
r`s.

iii) De plus les nombres r “ |t1 ď i ď n : ai ą 0u| et s “ |t1 ď i ď n : ai ą 0u|
ne dépendent que de q.

fin du cours du 20 mars
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Démo. ii) r “ maxtdimF : F ď �n et q|F est définie positiveu, s “ maxtdimF :

F ď �n et q|F est définie négativeu †.
En effet, si F “ Vectte1, ..., eru, alors q|F est définie positive. Si d’un autre

côté, F ď �n est un sous-espace tel que q|F est définie positive, alors F X
Vectter`1, ..., enu “ 0 car @x “ xr`1er`1 ` ... ` xnen, qpxq “ ´x2

r`1 ´ ...x2
r`s ď 0.

Donc dimpF ` Vectter`1, ..., enuq “ dimF ` n ´ r ď n ñ dimF ď r.
Méthode de Gauss
Si q “ qpx1, ..., xnq, on montre par récurrence sur n ě 1 qu’il existe pl1, ..., lnq

une base de p�nq˚ telle que q “ a1l
2
1 ` ... ` anl

2
n pour certains a1, ..., an P �.

1. Si a ‰ 0,

ax2
1 ` x1Lpx2, ..., xnq ` Q1px2, ..., xnq “ apx1 ` L

2alooomooon
l1

q2 ` Q1 ´ L2

4a

et on applique l’hypothèse de récurrence à Q1 ´ L2

4a
qui est une forme qua-

dratique en x2, ..., xn.

2. Si a ‰ 0,

ax1x2`x1L1px3, ...q`x2L2px3, ...q`Qpx3, ...q “ apx1`L2qpx2`L1q`Q´aL1L2

“ a

4
px1 ` x2 ` L1 ` L2loooooooooomoooooooooon

l1

q2 ´ a

4
px1 ´ x2 ` L1 ´ L2loooooooooomoooooooooon

l2

q2 ` Q ´ aL1L2

et on applique l’hypothèse de récurrence à Q ´ aL1L2 qui est une forme
quadratique en x3, ..., xn

Exemples. x2
1`x2

2`x2
3´x1x2´x1x3´x2x3 “ px1´ x2`x3

2
q2` 3

4
px2´x3q2 ; x1x2`

x1x3 ` x2x3 “ 1
4
px1 ` x2 ` 2x3q2 ´ 1

4
px1 ´ x2q2 ´ x2

3.
i) Si q “ a1l

2
1 ` ...`anl

2
n, soient e1, ...en P �n tels que @1 ď i, j ď n, lipejq “ δij

‡

Alors on a @x “ x1e1 ` ... ` xnen, qpxq “ a1x
2
1 ` ... ` anx

2
n.

Supposons a1, ...., ar ą 0 et ar`1, ...ar`s ă 0 et @r ` s ă i ď n, ai “ 0. Alors
qpt1 e1?

a1
` ... ` tr

er?
ar

` tr`1
er`1?´ar`1

` ... ` tr`s
er`s?´ar`s

` tr`s`1er`s`1 ` ... ` tnenq “
t21 ` ... ` t2r ´ t2r`1 ´ ... ´ t2r`s.

†. On dit que q|F est positive si @x P F, qpxq ě 0, q|F est définie positive si @0 ‰ x P F, qpxq ą
0, q|F est négative si @x P F, qpxq ď 0, q|F est définie négative si @0 ‰ x P F, qpxq ă 0

‡. Soit A “ paijq P Mnp�q telle que @i, lipxq “ ai1x1 ` ... ` ainxn. Alors A est inversible
car les forùmes minéaires li sont linéairement indépendantes. Soit C “ A´1 “ pcijq. Si @j, ej :“
tpc1j , ..., cnjq, alors lipejq “ řn

k“1 aikckj “ pInqij “ δij .
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V.2 Les matrices symétriques réelles

V.2.1 Formule de changement de bases

Si A P Snp�q, on pose @x P �n, qApxq “ txAx. C’est une forme quadratique et

@x “
˜x1

...
xn

¸
P �n, qApxq “ řn

i“1 Aiix
2
i ` 2

ř
1ďiăjďn Aijxixj.

Remarque. Si q : �n Ñ � est une forme quadratique, alors �n ˆ �n Ñ
�, px, yq ÞÑ 1

2
pqpx ` yq ´ qpxq ´ qpyqq est bilinéaire symétrique et @x P �n, qpxq “

Bqpx, xq. Si q : �n Ñ � est une forme quadratique, si B “ pe1, ..., enq est une
base de �n, on pose rqsB :“ rBqsB “ pBqpei, ejqq1ďi,jďn “ p1

2
pqpei ` ejq ´ qpeiq ´

qpejqqq1ďi,jďn.
Remarque. Si fpx1, ..., xnq “ qpx1e1 ` ...` xnenq, alors rqsB “

´
1
2
B2
xixj

f
¯
1ďi,jďn

.

Exercice. Soit A “ rqsB. Alors @v “ x1e1 ` ... ` xnen P �n, qpvq “ txAx où

x “
˜x1

...
xn

¸
P �n.

Proposition. Soit q : �n Ñ � UNE forme quadratique. Soient B, B1 DEUX
bases de �n. Soit P “ PB,B1 la matrice de passage †. Alors A1 “ tPAP .

V.2.2 Théorème de Sylvester

Théorème.Version matricielle de la loi d’inertie. Soit A P Snp�q. Il existe
p, q P � tels que p ` q ď n et une matrice P P GLnp�q telle que tPAP “˜
Ip
0 ´Iq

0

¸
. De plus

p “ max
Fď�n

@0‰xPF, txAxą0

tdimF u, q “ max
Fď�n

@0‰xPF, txAxă0

tdimF u, p ` q “ rgA .

Exemples.

a) Soit A “
˜´1 1 0

1 0 1
0 1 0

¸
.

Pour tout x “ px1, x2, x3q P �3,

qApx1, x2x3q “ ´x2
1 ` 2x1x2 ` 2x2x3

“ ´px1 ´ x2q2 ` x2
2 ` 2x2x3

†.
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“ ´px1 ´ x2q2 ` px2 ` x3q2 ´ x2
3

Soient l1 “ x1 ´ x2, l2 “ x2 ` x3, l3 “ x3.

soit P “
˜
1´1 0
0 1 1
0 0 1

¸´1

“
˜
1 1´1
0 1´1
0 0 1

¸
† et on trouve

tPAP “
˜´1 0 0

0 1 0
0 0´1

¸
. ‡

b) Soit A “
˜
0 1 0
1´1 1
0 1 1

¸
. Pour tout x “ px1, x2, x3q P �3,

qApx1, x2x3q “ ´x2
2 ` 2x1x2 ` 2x2x3 ` x2

3

“ ´x2
2 ` 2x2px1 ` x3q ` x2

3

“ ´px2 ´ px1 ` x3qq2 ` px1 ` x3q2 ` x2
3.

Soient l1 “ ´x1 ` x2 ´ x3, l2 “ x1 ` x3, l3 “ x3.

soit P “
˜´1 1´1

1 0 1
0 0 1

¸´1

“
˜
0 1´1
1 1 0
0 0 1

¸
et on trouve

tPAP “
˜´1 0 0

0 1 0
0 0´1

¸
. §

V.2.3 Pseudo-réduction simultanée des matrices symétriques

Théorème. Soient A,B P Snp�q. Si A est définie positive, alors il existe
P P GLnp�q et D diagonale telles que

tPAP “ In,
tPBP “ D .

Démo. Soit Q telle que tQAQ “ In. La matrice tQBQ est encore symétrique.
Donc il existe O P Onp�q telle que tOtQBQO est diagonale. La matrice P “ QO

convient.

†. Les lignes de la matrice dont P est l’inverse sont les coefficients des formes linéaires l1, l2, l3.
‡. Ici la recherche des valeurs propres de A n’est pas facile : on trouverait

2 cos 2π
7 , 2 cos 4π

7 , 2 cos 6π
7

§. Ici la recherche des valeurs propres de A n’est pas facile : on trouverait
2 cos 2π

9 , 2 cos 4π
9 , 2 cos 8π

9
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Exemple. Soient λ1, ...,λn les racines de détpB ´ λAq “ 0. Soit pv1, ..., vnq une
base de �n orthonormée pour px, yqA :“ txAy telle que @i, Bvi “ λiAvi. Alors
P “ pv1|...|vnq convient.

Exercice. Si A “
´

2 ´1
´1 2

¯
, B “

´
0 1
1 0

¯
, trouver P,D.

Réponse. P “
˜ 1?

2

1?
6

1?
2

´ 1?
6

¸
, D “

ˆ ´1 0
0 1

3

˙
conviennent.

V.3 Les matrices symétriques complexes

Théorème. Soit A P Mnp�q telle que tA “ A. Alors il existe P P GLnp�q
telle que

tPAP “
´
Ir 0
0 0

¯

de plus, r “ rangA.
Démo. Soit qpxq “ txAx pour tout x P �n. C’est une forme quadratique sur

�n † Comme dans le cas réel, il existe une base pl1, ..., lnq de p�nq˚, a1, ..., an P �,
tels que dans cette base, la forme quadratique q vérifie : q “ a1l

2
1 ` ... ` anl

2
n.

Supposons a1, ..., ar ‰ 0 et ar`1 “ ... “ an “ 0. Pour tout 1 ď i ď r, soit
αi P � tel que α2

i “ ai. Alors q “ pα1l1q2 ` ...` pαrlrq2. On pose λ1 “ α1l1, ...,λr “
αrlr,λr`1 “ lr`1, ...,λn “ ln. La famille pλ1, ...,λnq est une base de�n. Il suffit alors
de trouver une base pv1, ..., vnq de �n telle que @i, j, λipvjq “ δij. Alors @t1, ..., tn P
�, qpt1v1 ` ... ` tnvnq “ t21 ` ... ` t2r. Si P “ pv1|...|vnq, c’est la matrice de passage
de la base canonique dans la base pv1, ..., vnq. Alors tPAP “

´
Ir 0
0 0

¯
.

Fin du cours du 27 mars

†. c-à-d un polynome de degré 2 avec seulement des monômes xixj , 1 ď i ď j ď n.
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V.4 Les formes bilinéaires antisymétriques

Définition. Soit E un K´espace vectoriel. On dit que φ : E ˆE Ñ � est une
forme bilinéaire antisymétrique si @x, y P E, φpx, yq “ ´φpy, xq.

Si K est de caractéristique ‰ 2, alors @x P E, φpx, xq “ 0.
Soit B “ pe1, ..., enq une base de E. On note rφsB “ pφpei, ejqq1ďi,jďn la matrice

de φ dans la base B.
Remarque. Si A “ rφsB, si x “ x1e1 ` ...`xnen, y “ y1e1 ` ...`ynen P E, alors

φpx, yq “ txAy où x “ tpx1, ..., xnq, y “ tpy1, ..., ynq.
Formule de changement de bases.
Soient B, B1 deux bases de E. Soit P “ PB,B1 . Soient A “ rφsB, A1 “ rφsB1 .

Alors
A1 “ tPAP.

Exemple. Soit φppx1, x2q, py1, y2qq “
ˇ̌
ˇx1 y1
x2 y2

ˇ̌
ˇ “ x1y2´x2y1. Soit B “ pp1, 0q, p0, 1qq, B1 “

pp1,´1q, p1, 1qq. Alors dans ce cas, P “
´

1 1
´1 1

¯
, A “

´
0 1

´1 0

¯
, A1 “

´
0 2

´2 0

¯
.

V.4.1 le rang

Soit K “ �,�,� ou �{p�, p premier.
Théorème. Soit A P AnpKq. Alors il existe P P GLnpKq telle que

tPAP “

¨
˚̊
˚̋

´
0 1

´1 0

¯

...´
0 1

´1 0

¯

0

˛
‹‹‹‚

avec r blocs
´

0 1
´1 0

¯
où 2r “ rgA.

Démo. Si n “ 2. On a

@m ‰ 0,

ˆ
1
m
0

0 1

˙ ´
0 m

´m 0

¯ ˆ
1
m
0

0 1

˙
“

´
0 1

´1 0

¯
.

Si n ą 2 et si A ‰ 0, il existe des vecteurs v1, v2 P Kn tels que tv1Av2 ‰ 0. On
peut supposer que tv1Av2 “ 1. Comme A est antisymétrique, @i “ 1, 2, tviAvi “ 0

donc v1, v2 sont indépendants et F “ Vecttv1, v2u est de dimension 2. Posons
L : Kn Ñ K2, v ÞÑ ptvAv1, tvAv2q. C’est une application linéaire, surjective car
Lpv1q “ p0, 1q, Lpv2q “ p´1, 0q. Donc dim kerL “ n ´ 2. Comme kerL X F “ 0
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(car @t1, t2 P K, Lpt1v1 ` t2v2q “ p´t2, t1q “ 0 ô t1 “ t2 “ 0), F ‘ kerL “ Kn.
Soit pv3, ..., vnq une base de kerL.

Soit P1 “ pv1|v2|v3|...|vnq P GLnpKq la matrice de passage de la base canonique
dans la base pv1, ..., vnq. On a :

tP1AP1 “ ptviAvjq1ďi,jďn “
˜

0 1
´1 0

A1

¸

où A1 P An´2pKq.
On peut donc raisonner par récurrence ...

Exemple. tP
´

0 In´In 0

¯
P “

¨
˚̋

´
0 1

´1 0

¯

...´
0 1

´1 0

¯

˛
‹‚

où P “ pδi,2j´1 ` δi,2pj´nqq1ďi,jď2n P O2np�q.

V.4.2 Pfaffien

Définition. Soit A P A2npKq une matrice antisymétrique. Si A est inversible,
il existe P P GL2npKq telle que

tPAP “ J :“
´

0 In´In 0

¯

et on pose PfpAq “ détpP´1q. Sinon, on pose PfpAq “ 0.
Proposition. C’est bien défini !
Démo. Nous le montrerons dans le cas réel seulement. Voir plus loin.
Exercices.

1) pPf Aq2 “ détA.

2) Pf

¨
˝

0 a12 a13 a14´a12 0 a23 a24´a13 ´a23 0 a34´a14 ´a24 ´a34 0

˛
‚“ a12a34 ´ a13a24 ` a23a34.

Indication. Si a12 ‰ 0, soient A “
¨
˝

0 a12 a13 a14´a12 0 a23 a24´a13 ´a23 0 a34´a14 ´a24 ´a34 0

˛
‚, P “

¨
˚̋
1 0 a23

a12
a24
a12

0 1´a13
a12

´a14
a12

0 0 1 0
0 0 0 1

˛
‹‚.

Vérifier que

tPAP “
¨
˝

0 a12 0 0
´a12 0 0 0
0 0 0 ˚
0 0 ´˚ 0

˛
‚

où ˚ “ a34 ´ a13a24
a12

` a23a14
a12

.

3) @P P GLnp�q, @A P Anp�q, PfptPAP q “ détP Pf A.
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V.4.3 Le groupe symplectique Sp2np�q Pas fait en cours ...

Soit J “
´

0 In´In 0

¯
P GL2np�q.

Définition. Sp2np�q “ tA P M2np�q : tAJA “ Ju.
Théorème. Sp2np�q est un sous-groupe de GLnp�q et @g P Sp2np�q, détg “ 1.
Démo. On vérifie que Sp2np�q est un sous-groupe de GL2np�q stable par t¨ et

que g P Sp2np�q ñ détg2 “ 1 ñ détg “ ˘1. Soit g P Sp2np�q X O2np�q. Alors

g “
´
AB
C D

¯

pour certaines A,B,C,D P Mnp�q et

tgJg “ J ô Jg “ gJ ô A “ D, B “ ´C .

Or ´
In In
iIn ´iIn

¯´1 ´
A B

´B A

¯ ´
In In
iIn ´iIn

¯
“

´
A ` iB 0

O A ´ iB

¯

ñ détg “
ˇ̌
ˇ A B
´B A

ˇ̌
ˇ “ |détpA ` iBq|2 ą 0 ñ détg “ 1 .

On applique la décomposition polaire à g P Sp2np�q quelconque : g “ OS

où O P O2np�q, S P S ``
2n p�q. En particulier, S “ ?

tgg. Soit B “ tgg. Soit
P pXq tel que @λ valeur propre de tgg, P pλq “ ?

λ, P pλ´1q “ 1?
λ
. Alors P pBq “?

B, P pB´1q “ ?
B

´1
.

Comme B P Sp2np�q, JB “ tB´1J . Donc

@n P �, JBn “ ptB´1qnJ

ñ JP pBq “ P ptB´1qJ
ñ J

?
B “

?
B

´1
J

ñ S “
?
B P Sp2np�q †

ñ O P Sp2np�q
ñ détO “ 1

†. Autre méthode. S P Sp2n ô SJS “ J ô ´JSJ “ S´1 ô ´JS´1J “ S. Or, ´JS´1J est
symétrique définie positive (ses valeurs propres sont les inverses de celles de S) et p´JS´1Jq2 “
´JpS´1q2J “ ´JpS2q´1J “ ´JB´1J “ B car B P Sp2n. Donc ´JS´1J “ S “ ?

B, l’unique
racine carrée définie positive de B.
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car O orthogonale
ñ détg “ détOdétS “ détS ą 0

car S est symétrique définie positive

ñ détg “ 1

Q.e.d.

Exercices.

1) Sp2p�q “ SL2p�q.
2) Si A P GLnp�q, alors

ˆ
A´1 0
0 tA

˙
P Sp2np�q.

3) Si B P Snp�q, alors
´
In B
0 In

¯
P Sp2np�q.

4) Soient A,B P Mnp�q. Alors
´
A ´B
B A

¯
P O2np�q X Sp2np�q ô A ` iB P Un

†.

†. On note Un “ tM P Mnp�q : tMM “ Inu.
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V.5 Noyau et rang d’une forme bilinéaire

Définitions. Soit E un �´espace vectoriel. Soit φ P BilSpEq Y BilApEq.
— Le noyau de φ est kerφ “ tx P E : @y P E, φpx, yq “ 0u.
— Le rang de φ, noté rgφ, est la dimension de l’image de l’application linéaire

γφ : E Ñ E˚, x ÞÑ φpx, ¨q †.
— On dit que φ est non dégénérée si kerφ “ 0 (pas fait en cours ...).
Remarque. Si E est un �´espace vectoriel de dimension n et de base B, si on

note B˚ la base duale de E˚, alors rφsB “ rγφsB,B˚ P Mnp�q.
Théorème du rang pour les formes bilinéaires symétriques et antisy-

métriques. Soit E un �´espace vectoriel de dimension n. Soit φ P BilSpEq Y
BilApEq. Alors :

n “ dim kerφ ` rgφ .

VI Géométrie affine

VI.1 Sous-espaces affines de �n

Définition. On dit que F Ď �n est un sous-espace affine si F “ H ou F “
x ` F “ tx ` u : u P F u pour un certain x P F et un F ď �n.

Remarque. Dans ce cas, F est unique et F “ tx1 ´ x2 : x1, x2 P Fu. On notera
F⃗ :“ F et dimF “ dim F⃗.

Un sous-espace affine non vide de dimension 0 est un point. Un sous-espace
affine de dimension 1 est une droite.

Exercices.

1) Un sous-ensemble F Ď �n est un sous-espace affine ô @λ P �, @x, y P F, λx`
p1 ´ λqy P F.

2) Une intersection quelconque et une somme finie de sous-espaces affines sont
encore affines.

Fin du cours du 3/4

†. On note E˚ “ L pE,�q.
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Exercices (suite)

3) Trouver l’équation de la droite qui passe par les points A “ pxA, yAq, B “
pxB, yBq du plan affine �2.

4) Trouver les équations de la droite qui passe par les points A “ pxA, yA, zAq, B “
pxB, yB, zBq de l’espace affine �3.
Remarquer que le système

#py ´ yAqpzB ´ zAq ´ pz ´ zAqpyB ´ yAq “ 0
pz ´ zAqpxB ´ xAq ´ px ´ xAqpzB ´ zAq “ 0
px ´ xAqpyB ´ yAq ´ py ´ yAqpxB ´ xAq “ 0

est de rang 2.

5) Soient di “ paix ` biy ` ci “ 0q, i “ 1, 2, 3 trois droites du plan affine �2

avec @i “ 1, 2, 3, ai, bi, ci P �, pai, biq ‰ p0, 0q. Montrer que
ˇ̌
ˇ̌a1 a2 a3b1 b2 b3
c1 c2 c3

ˇ̌
ˇ̌ “ 0 ô

d1, d2, d3 sont concourantes ou d1{{d2{{d3.
Définition. On dira qu’une application f : �m Ñ �n est affine s’il existe

x0 P �m et ÝÑ
T P L p�m,�nq, tels que :

@x P �m, T pxq “ T px0q ` ÝÑ
T px ´ x0q.

Dans ce cas ÝÑ
T est unique, c’est la partie linéaire de T .

Exercice. L’application T est affine ô @λ P �, @x, y P �m, T pλx` p1´ λqyq “
λT pxq ` p1 ´ λqT pyq ô @0 ă λ ă 1 @x, y P �m, T pλx ` p1 ´ λqyq “ λT pxq ` p1 ´
λqT pyq.

Indications. Si λ ą 1, alors 0 ă 1
λ

ă 1 et

x “ 1

λ
pλx ` p1 ´ λqyq ` p1 ´ 1

λ
qy.

Si λ ă 0, alors 0 ă 1
1´λ

ă 1 et

y “ 1

1 ´ λ
pλx ` p1 ´ λqyq ` p1 ´ 1

1 ´ λ
qx.

VI.2 Espaces affines

Définition. Un espace affine réel est un ensemble E avec une action simplement
transitive d’un �´espace vectoriel E c-à-d une application

E ˆ E Ñ E

telle que
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(i) @x P E, x ` ÝÑ
0 “ x.

(ii) @x P E, @ÝÑu ,ÝÑv P E, px ` ÝÑu q ` ÝÑv “ x ` pÝÑu ` ÝÑv q.
(iii) @x, y P E, D !ÝÑu P E, x ` ÝÑu “ y.

La dimension de E est dimE “ dimE.
Notation. Si x ` ÝÑu “ y, on note ÝÑxy :“ ÝÑu . On note parfois E “ ÝÑ

E .
Relation de Chasles. @x, y, z P E, ÝÑxy ` ÝÑyz “ ÝÑxz.
Exemple. E “ �n avec ÝÑ

E “ �n et l’addition usuelle.
Définition équivalente. Un ensemble E est un �´espace affine s’il existe un

�´espace vectoriel E et une application

E ˆ E Ñ E, px, yq ÞÑ ÝÑxy
telle que :

@x P E , @ÝÑu P E, D !y P E , ÝÑxy “ ÝÑu et @x, y, z P E , ÝÑxy ` ÝÑyz “ ÝÑxz.
Définition. Sous-espaces affines. Soit E un�´espace affine. Un sous-ensemble

F Ď E est un sous-espace affine si F ‰ H ou D x P F, F ď ÝÑ
E , F “ x ` F .

(ô tÝÑ
ab : a, b P Fu ď ÝÑ

E ).
Sous-espaces engendrés. Soit H ‰ X Ď E. Soit x0 P X. On note AffpXq “

x0 ` VecttÝÝÑx0x : x P Xu. C’est le plus petit sous-espace affine de E contenant X.
Et c’est indépendant du choix de x0 P X.

Barycentres.
Si x, y P E , espace affine, alors si λ P �, l’application

E Ñ E , M ÞÑ M ` λ
ÝÝÑ
Mx ` p1 ´ λqÝÝÑ

My

est constante. On note P “ λx ` p1 ´ λqy P E le point tel que :

@M P E , M ` λ
ÝÝÑ
Mx ` p1 ´ λqÝÝÑ

My “ P.

En effet, si M,N P E , alors :

λ
ÝÑ
Nx ` p1 ´ λqÝÑ

Ny “ λ
ÝÝÑ
NM ` λ

ÝÝÑ
Mx ` p1 ´ λqÝÝÑ

NM ` p1 ´ λqÝÝÑ
My

“ ÝÝÑ
NM ` λ

ÝÝÑ
Mx ` p1 ´ λqÝÝÑ

My

donc :
N ` λ

ÝÑ
Nx ` p1 ´ λqÝÑ

Ny “ N ` ÝÝÑ
NM ` λ

ÝÝÑ
Mx ` p1 ´ λqÝÝÑ

My

“ M ` λ
ÝÝÑ
Mx ` p1 ´ λqÝÝÑ

My.
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VI.3 Transformations affines

Soit E un espace affine réel. On notera ÝÑ
E le �´espace vectoriel associé.

Proposition-définition. Soit T : E Ñ E une application. Sont équivalentes :

(i) Il existe A P E et ÝÑ
T P L�pÝÑ

E q tels que

@M P E, T pMq “ T pAq ` ÝÑ
T pÝÝÑ

AMq .

(ii) Il existe ÝÑ
T P L�pÝÑ

E q telle que

@M,N P E,
ÝÝÝÝÝÝÝÝÑ
T pMqT pNq “ ÝÑ

T pÝÝÑ
MNq .

Si l’une de ces conditions est vérifiée, on dit que T est une transformation
affine.

Exemples. Les translations tÝÑu : x ÞÑ x ` ÝÑu , les homothéties hA,λ : x ÞÑ
A`λ

ÝÑ
Ax, A P E, λ P � sont des applications affines et ÝÑ

tÝÑu “ IdÝÑ
E

, respectivement,
ÝÝÑ
hA,λ “ λIdÝÑ

E
.

Propriétés.

a) Si S, T sont des transformations affines, alors S ˝ T aussi et ÝÝÝÑ
S ˝ T “ ÝÑ

S
ÝÑ
T .

b) Si T est une transformation affine bijective, alors sa réciproque T ´1 aussi.

c) @T transformation affine, @O P E, D !ÝÑu P ÝÑ
E , D !T 1 transformation affine,

T 1pOq “ O et T “ tÝÑu ˝ T 1.

Définition. Le groupe affine de E, noté GApEq, est le groupe des bijections
affines E Ñ E.

Exercice. Vérifier que GAp�q “ tx ÞÑ ax ` b : a P �˚, b P �u.
Fin du cours du 10 avril
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Définitions.Affinement indépendants. On dit que A1, ..., AN P E sont
�´affinement indépendants si les vecteurs ÝÝÝÑ

A1A2, ...,
ÝÝÝÑ
A1AN sont �´linéairement

indépendants.
Repère. Un repère de E est la donnée d’un point O P E et d’une base pÝÑu1, ...,ÝÑunq

de ÝÑ
E .
Remarque. Dans ce cas, @x P E, D !px1, ..., xnq P �n, x “ O`x1

ÝÑu1 ` `...`xn
ÝÑun.

Exercice. À l’aide de la relation de Chasles, montrer que ÝÝÝÑ
A1A2, ...,

ÝÝÝÑ
A1AN sont

�´linéairement indépendants ô @i, ÝÝÝÑ
AiAj, 1 ď j ‰ i ď N sont aussi�´linéairement

indépendants.

VI.4 Isométries affines

Soit E un espace affine euclidien, c-à-d ÝÑ
E est une espace euclidien.

Théorème. Soit T : E Ñ E une application telle que

@M,N P E, ||ÝÝÝÝÝÝÝÝÑ
T pMqT pNq|| “ ||MN || .

Alors T est une transformation affine bijective.
On dit que T est une isométrie affine.
Démo. l suffit de démontrer que T est affine car alors ÝÑ

T P OpEq est inversible
et donc T est bijective (exo).

Supposons que E “ �n avec le produit scalaire usuel. On a @x, y P �n, ||T pxq´
T pyq|| “ ||x ´ y||.

Soient x, y P �n, 0 ă λ ă 1. Soit z “ λx ` p1 ´ λqy.
Alors

||z ´ x|| “ p1 ´ λq||x ´ y|| ñ ||T pzq ´ T pxq|| “ p1 ´ λq||T pxq ´ T pyq||

||z ´ y|| “ λ||x ´ y|| ñ ||T pzq ´ T pyq|| “ λ||T pxq ´ T pyq||
ñ ||T pxq ´ T pyq|| “ ||T pxq ´ T pzq|| ` ||T pzq ´ T pyq||

ñ D s ą 0, T pzq ´ T pyq “ spT pxq ´ T pzqq .

Mais alors

T pzq “ sT pxq`p1´sqT pyq ñ ||T pzq´T pyq|| “ s||T pxq´T pyq|| “ λ||T pxq´T pyq||

ñ s “ λ
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d’où T pzq “ λT pxq ` p1 ´ λqT pyq Q.e.d.

Définition. Un déplacement est une isométrie f tel que dét
ÝÑ
f “ 1 ; un antidé-

placement est une isométrie f tel que dét
ÝÑ
f “ ´1.

VI.5 Isométries affines de �2

Exemples.

a) Les translations.

b) La rotation de centre y “
´
y1
y2

¯
et d’angle θ P � :

@
´
x1
x2

¯
P �2, Ry,θ

´
x1
x2

¯
“

´
cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

¯ ´
x1
x2

¯
`

´
1 ´ cos θ sin θ
´ sin θ 1 ´ cos θ

¯ ´
y1
y2

¯
.

c) La symétrie orthogonale par rapport à la droite ∆y,θ Ď �2 qui passe par
y “

´
y1
y2

¯
et qui fait un angle θ

2
avec l’axe des abscisses :

@M, Sy,θpMq “ M 1 tel que ∆y,θ est la médiatrice de rM,M 1s †.

C-à-d :

@
´
x1
x2

¯
P �2, Sy,θ

´
x1
x2

¯
“

´
cos θ sin θ
sin θ ´ cos θ

¯ ´
x1
x2

¯
`

´
1 ´ cos θ ´ sin θ
´ sin θ 1 ` cos θ

¯ ´
y1
y2

¯
.

Théorème. Soit f : �2 Ñ �2 une isométrie ALORS
— f est une translation : f “ tÝÑu pour un vecteur ÝÑu P �2 ;
— ou f est une rotation : f “ rA,θ pour un point A P �2 et un angle θ P � ;
— ou f est une réflexion glissée : f “ tÝÑu ˝ s∆ pour une droite affine ∆ Ď �2

et un vecteur ÝÑu P ÝÑ
∆.

Exercice. Trouver le centre de la rotation

px, yq ÞÑ
ˆ

´x

2
´

?
3

2
y ` 1,

?
3

2
x ´ y

2
` 1

˙
.

Lemme.
Soit f : E Ñ E une isométrie d’un espace affine euclidien.
Alors il existe un unique ÝÑu P kerpÝÑ

f ´1q et une unique isométrie affine g : E Ñ
E avec un point fixe tels que :

f “ tÝÑu ˝ g.

†. c-à-d ∆ “ tx P �2 : ||Mx|| “ ||M 1x||u
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Démo. Unicité. kerpÝÑ
f ´ 1q ‘K ImpÝÑ

f ´ 1q “ ÝÑ
E ‡. Si

f “ tÝÑu ˝ g “ tÝÑv ˝ h,

avec g, h isométries affines avec points fixes : O et O1, avec ÝÑu ,ÝÑv P ker
ÝÑ
f ´ 1,

alors :

O`ÝÑu “ O1`ÝÑ
f pÝÝÑ

O1Oq`ÝÑv ñ ÝÑu ´ÝÑv “ p1´ÝÑ
f qpÝÝÑ

OO1q ñ ÝÑu ´ÝÑv P kerpÝÑ
f ´1qXImpÝÑ

f ´1q “ 0

ñ ÝÑu “ ÝÑv ñ g “ h.

Existence. Supposons E “ �n. Alors d’après le lemme, pour un certain u1 P
kerpÝÑ

f ´ 1q et un y P �n, fpxq “ fp0q ` ÝÑ
f pxq “ u1 ` p1 ´ ÝÑ

f qpyq ` ÝÑ
f pxq.

Alors @x P �n, fpxq “ u1 ` y ` ÝÑ
f px ´ yqlooooooomooooooon
“:gpxq

.

En résumé :

Isométrie affine T : �2 Ñ �2 Points fixes de T
Identité R2

Translation tÝÑu où ÝÑu ‰ ÝÑ
0 H

Rotation de centre A et d’angle θ P � z 2π� A
Symétrie orthogonale s∆ où ∆ Ď �2 † ∆

Symétrie glissée tÝÑu ˝ s∆ où ÝÑ
0 ‰ ÝÑu P ÝÑ

∆ H

VI.6 Isométries affines de �3

Non fait en cours Exemples.

a) La rotation R
A,

ÝÑ
k ,θ

pMq “ A ` RÝÑ
k ,θ

pÝÝÑ
AMq d’angle θ et d’axe A ` �

ÝÑ
k où

||ÝÑk || “ 1, θ P �, A P �3. ‡.

b) La réflexion orthogonale de plan P Ď �3 définie par rPpMq “ M 1 où P est le
plan médiateur de rMM 1s §

Théorème. Soit f : �3 Ñ �3 une isométrie. ALORS
— f est une translation : f “ tÝÑu pour un ÝÑu P �3 ;
— ou f est un vissage : f “ tÝÑu ˝ R

A,
ÝÑ
k ,θ

où A P �3, ||ÝÑk || “ 1, θ P �,
ÝÑu P �ÝÑ

k ;

‡. En effet, si ÝÑx P ÝÑ
E est tel que ÝÑ

f (ÝÑx )=ÝÑx , si ÝÑy P ÝÑ
E , alors xÝÑx ,

ÝÑ
f pÝÑy q ´ ÝÑy y “

xÝÑ
f pÝÑx q,ÝÑ

f pÝÑy q ´ ÝÑy y “ xÝÑ
f pÝÑx q,ÝÑ

f pÝÑy qy ´ xÝÑx ,ÝÑy y “ xÝÑx ,ÝÑy y ´ xÝÑx ,ÝÑy y “ 0. Donc kerpÝÑ
f ´

1q ` ImpÝÑ
f ´ 1q “ kerpÝÑ

f ´ 1q ‘K ImpÝÑ
f ´ 1q et par le théorème du rang, dim “ kerpÝÑ

f ´ 1q ‘K
ImpÝÑ

f ´ 1q “ dim E .
‡. et @ÝÑv P �3,

ÝÑ
RÝÑ

k ,θ
pÝÑv q “ cos θÝÑv ` sin θ

ÝÑ
k ^ ÝÑv ` p1 ´ cos θqpÝÑ

k ¨ ÝÑv qÝÑ
k .

§. c-à-d P “ tx P �3 : ||Mx|| “ ||M 1x||u.
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— ou f est une antirotation f “ SP ˝ R où SP est une réflexion orthogonale
par rapport au plan P, R est une rotation d’axe D avec DKP ;

— ou f est une réflexion glissée : f “ tÝÑu ˝ SP où SP est une réflexion ortho-
gonale par rapport au plan P avec ÝÑu P ÝÑ

P .
Corollaire. Un déplacement de �3 avec un point fixe est une rotation. (Euler)
Exemple. Soit fpx, y, zq “ p´y ` 1, x ` 1, z ` 1q. Alors f est un vissage :

f “ tÝÑe3 ˝ R
A,

ÝÑe3 ,´π
2

avec A “ p0, 1, 0q.

VII Coniques

VII.1 Définitions

On appelle conique un sous-ensemble de �2 de la forme :

CF :“ tpx, yq P �2 : F px, yq “ 0u
où F px, yq “ ax2 ` bxy ` cy2loooooooomoooooooon

qF px,yq
`dx`ey`f pour certaines constantes a, b, c, d, e, f P

� où pa, b, cq ‰ p0, 0, 0q.
Exemples : les cercles, les ellipses, les hyperboles, les paraboles.
On définit l’homogénisé de F par :

HF px, y, zq :“ ax2 ` bxy ` cy2 ` dxz ` eyz ` fz2 “ z2F

ˆ
1

z
px, yq

˙
.

Si une conique C peut être définie par une fonction F “ ax2 ` bxy` cy2 `dx`
ey ` f telle que la matrice ¨

˝
a b

2
d
2

b
2
c e

2
d
2

e
2
f

˛
‚

est inversible, alors on dit que C est une conique non dégénérée.

Remarque. La matrice

¨
˝
a b

2
d
2

b
2
c e

2
d
2

e
2
f

˛
‚est la matrice de la forme quadratique HF dans

la base canonique.
Exemple. La conique d’équation x2 ´ y “ 0 dans �2 est non dégénérée car si

on pose F px, yq :“ x2 ´ y, alors HF px, y, zq “ x2 ´ yz et la matrice associée est˜1 0 0
0 0 ´1

2
0´1

2
0

¸
qui est inversible.

49 / 56



L2 – Algèbre 4 2025-2026

Figure 2 – ellipse

Remarque. Une conique, même non dégénérée, peut-être vide : x2 ` y2 ` 1 “ 0

n’a pas de solution dans �2.

VII.2 Forme réduite des coniques non dégénérées

Exemples de coniques non dégénérées

— l’ellipse d’équation F px1, x2q “ a1x
2
1 ` a2x

2
2 ´ 1 où a1, a2 ą 0,

— l’hyperbole déquation F px1, x2q “ a1x
2
1 ´ a2x

2
2 ´ 1 où a1, a2 ą 0,

— la parabole déquation F px1, x2q “ a1x
2
1 ´ x2 où a1 ą 0

sont des coniques non dégénérées (on a HF px1, x2, x3q “ a1x
2
1 ` a2x

2
2 ´ x2

3 de
signature p2, 1q dans le premier cas, HF px1, x2, x3q “ a1x

2
1 ´a2x

2
2 ´x2

3 de signature
p1, 2q dans le deuxième cas et HF px1, x2, x3q “ a1x

2
1 ´ x2x3, de signature p2, 1q,

dans le dernier cas). Nous allons voir qu’à changement de repère orthonormal près
ce sont les seules.
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Figure 3 – hyperbole
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Figure 4 – parabole
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Théorème VII.1 Soit C une conique dans �2 d’équation :

F px, yq “ ax2 ` bxy ` cy2 ` dx ` ey ` f “ 0 .

On suppose que la matrice

¨
˝
a b

2
d
2

b
2
c e

2
d
2

e
2
f

˛
‚ est inversible.

Alors
— ou bien C est vide.
— ou bien il existe `o P �2, une base orthonormée u1, u2 de �2 et a1, a2 ą 0

tels que :

pIq `o ` x1u1 ` x2u2 P C ô
ˆ
x1

a1

˙2

`
ˆ
x2

a2

˙2

“ 1

— ou bien il existe il existe `o P �2, une base orthonormée u1, u2 de �2 et
a1, a2 ą 0 tels que :

pIIq `o ` x1u1 ` x2u2 P C ô
ˆ
x1

a1

˙2

´
ˆ
x2

a2

˙2

“ 1

— ou bien il existe il existe `o P �2, une base orthonormée u1, u2 de �2 et
a1, a2 ą 0 tels que :

pIIIq `o ` x1u1 ` x2u2 P C ô a1x
2
1 ´ x2 “ 0.

On dit que les équations à droite du signe ô sont les équations réduites de la
conique C .

fin du cours

Ce qui suit n’a pas été fait en cours.
On dit que les droites �u1 et �u2 sont des directions principales de C . Ces

directions sont uniques si C n’est pas un cercle (i.e. a1 ‰ a2), ce sont les droites

propres de la matrice
ˆ
a b

2
b
2
c

˙
.

Dans les cas pIq et pIIq, on dit que `o est le centre de la conique et on appelle
les droites `o `�ui des (les (si a1 ‰ a2) ) axes principaux de C .

Démo.
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Posons qF px, yq “ ax2 ` bxy ` cy2, lpx, yq “ dx ` ey. Soit u1, u2 une base

orthonormale de vecteurs propres de la matrice
ˆ
a b

2
b
2
c

˙
associés aux valeurs propres

λ1, λ2.
On a alors : qF px1u1 ` x2u2q “ λ1x

2
1 ` λ2x

2
2 pour tous x1, x2 P �.

On a donc, pour tous x1, x2 P � :

F px1u1 ` x2u2q “ λ1x
2
1 ` λ2x

2
2 ` lpx1u1 ` x2u2q ` f

“ λ1x
2
1 ` λ2x

2
2 ` α1x1 ` α2x2 ` f

avec αi “ lpuiq.
Remarque. Si p`o,ÝÑu1,ÝÑu2q est un repère du plan affine �2, si F1px1, x2q :“ F p`o`

x1
ÝÑu1 ` x2

ÝÑu2q, alors

@x1, x2, x3 P �, HF1px1, x2, x3q “ HF px1pÝÑu1, 0q ` x2pÝÑu2, 0q ` x3po, 1qq .

Si λ1,λ2 ‰ 0, on a :

F px1u1 ` x2u2q “ λ1px1 ` α1

2λ1

q2 ` λ2px2 ` α2

2λ2

q2 ` c1

pour une certaine constante c1. Si on pose `o :“ ´ α1

2λ1
u1 ´ α2

2λ2
u2, on trouve :

F p`o ` x1u1 ` x2u2q “ F ppx1 ´ α1

2λ1

qu1 ` px2 ´ α2

2λ2

qu2q

“ λ1x
2
1 ` λ2x

2
2 ` c1

si x1, x2 P �. En particulier, c1 “ F p`oq.
Or, si Gpx1, x2q :“ F p`o ` x1u1 ` x2u2q “ λ1x

2
1 ` λ2x

2
2 ` c1, on a :

HGpx1, x2, x3q “ λ1x
2
1 ` λ2x

2
2 ` c1x2

3 .

Comme HGpx1, x2, x3q “ HF px1pu1, 0q ` x2pu2, 0q ` x3po, 1qq, HG est non dégé-
nérée et donc c1 “ F p`oq ‰ 0.

Donc :
`o ` x1u1 ` x2u2 P C ô λ1x

2
1 ` λ2x

2
2 ` F p`oq “ 0

ô ´λ1

F p`oqx
2
1 ` ´λ2

F p`oqx
2
2 “ 1 p˚q .

Si ´λ1

F p`oq ,
´λ2

F p`oq ą 0, on pose ai “ ´λi

F p`oq . Si ´λ1

F p`oq ą 0, ´λ2

F p`oq ă 0, on pose a1 :“ ´λ1

F p`oq
et a2 :“ λ2

F p`oq ą 0. Si ´λ1

F p`oq ă 0, ´λ2

F p`oq ą 0, on échange u1 et u2 et on est ramené
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au cas précédent. Enfin si ´λ1

F p`oq ,
´λ2

F p`oq ă 0, l’équation p˚q n’a pas de solution donc
C “ H.

Remarque. Comment trouver `o ?
Réponse. Le point `o est l’unique point de �2 qui vérifie le système :

"
BFxp`oq “ 0
BFyp`oq “ 0 .

En effet, d’après la formule de Taylor, on a :

F p`o ` vq “ qF pvq`
A ˆ

BFxp`oq
BFyp`oq

˙
, v

E
`F p`oq

pour tout vecteur v de �2. Donc le point `o vérifie :
A ˆ

BFxp`oq
BFyp`oq

˙
, x1u1 ` x2u2

E
“ 0

pour tous x1u1 ` x2u2 P �2 donc :
"

BFxp`oq “ 0
BFyp`oq “ 0 .

De plus, on peut vérifier que ce système a une seule solution.
Si λ1 ‰ 0 et λ2 “ 0 :
Soit pu1, u2q une base de vecteurs propres de la matrice

´
a b
b c

¯
associés aux

valeurs propres λ1, 0.
Comme précédemment, on a :

F px1u1 ` x2u2q “ λ1x
2
1 ` α1x1 ` α2x2 ` f

pour certaines constantes réelles α1,α2. Comme λ1 ‰ 0, on a :

F px1u1 ` x2u2q “ λ1px1 ` α1

2λ1

q2 ` α2x2 ` c1

pour une certaine constante c1.
On pose `o1 :“ ´ α1

2λ1
u1 et on trouve

Gpx1, x2q :“ F po1 ` x1u1 ` x2u2q “ λ1x
2
1 ` α2x2 ` c1 .

Or, HF est non dégénérée donc HG aussi. Mais :

HGpx1, x2, x3q “ λ1x
2
1 ` α2x2x3 ` c1x2

3
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qui est une forme quadratique de matrice :
˜
λ1 0 0
0 0 α2

2
0 α2

2
c1

¸

dans la base canonique de �3. Cette matrice doit être inversible donc α2 ‰ 0.
On pose alors :

`o :“ ´ α1

2λ1

u1 ´ c1

α2

u2 .

On obtient alors :

F p`o ` x1u1 ` x2u2q “ F ppx1 ´ α1

2λ1

qu1 ` px2 ´ c1

α2

qu2q

“ λ1x
2
1 ` α2x2 .

Par conséquent, on a :

`o ` x1u1 ` x2u2 P C ô F p`o ` x1u1 ` x2u2q “ 0

ô λ1x
2
1 ` α2x2 “ 0

ô ´λ1

α2

x2
1 ´ x2 “ 0 .

Quitte à changer u2 en ´u2, on supposera que ´λ1

α2
ą 0. On pose alors a1 :“ ´λ1

α2
.

Remarque. Comment calculer `o dans ce cas ?
Réponse. le point `o est l’unique point de �2 tel que :

F p`oq “ 0 et
A ˆ

BFxp`oq
BFyp`oq

˙
, u1

E
“ 0

(exo).
De plus, pour ce point `o P �2, on a :

F p`o ` x1u1 ` x2u2q “ λ1x
2
1 ` α2x2

où α2 “
A ˆ

BFxp`oq
BFyp`oq

˙
, u2

E
.

Pour résumer, on a le tableau suivant pour une conique non dégénérée d’équa-
tion F px, yq “ 0 dans �2 :

signpqF q nature de la conique
p2, 0q ellipse

si signpHF q“p2,1q ,
H

si signpHF q“p3,0q
p1, 1q hyperbole
p1, 0q parabole
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Exemple. On considère la conique C d’équation :

x2 ` xy ` y2 ` 4x ` 3y ` 4 “ 0 .

Pour trouver `o “ px0, y0q, on résout le système :

"
BxF p`oq “ 0
ByF p`oq “ 0

ô
!
2x0 ` y0 ` 4 “ 0
x0 ` 2y0 ` 3 “ 0

ô x0 “ ´5

3
, y0 “ ´2

3
.

On a de plus, qF px, yq “ x2 ` xy ` y2. On cherche donc les valeurs propres
λ1,λ2 de la matrice

rqF s “
ˆ
1 1

2
1
2
1

˙
.

On trouve : λ1 “ 1
2
, λ2 “ 3

2
. Si pu1, u2q est une base orthonormale de vecteurs

propres associés à λ1,λ2, alors on trouve :

F p`o ` x1u1 ` x2u2q “ F p`oq ` λ1x
2
1 ` λ2x

2
2

“ ´1

3
` 1

2
x2
1 ` 3

2
x2
2 .

Donc :

`o ` x1u1 ` x2u2 P C ô ´1

3
` 1

2
x2
1 ` 3

2
x2
2 “ 0

ô 3

2
x2
1 ` 9

2
x2
2 “ 1 .

Donc C est une ellipse de centre p´5{3,´2{3q et dont les axes principaux sont
les droites

`o `�u1 “ py “ ´x ´ 7{3q

`o `�u2 “ py “ x ` 1q
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