L2 — Algebre 4 2025-2026
Table des matiéres

I Formes bilinéaires 1

[.1 Produit scalaire usuel . . . . . . .. ... ... ... L. 1

[.2 Formes bilinéaires . . . . . . . . . .. ... ... 1

[.L3 Matrices . . . . . . . . e 2

[.4  Formules de changement de bases et congruence des matrices . . . . 4

.6 Produits scalaires . . . . . . .. ... ... o 5)

[.6 Inégalité de Cauchy-Schwarz . . . . . . ... ... .. .. ... ... 6

[.7  Produit scalaire hermitien . . . . . .. . ... ... ... ...... 7

II Espaces euclidiens 7

II.1 Bases orthogonales . . . . . . .. ... ... ... ... ....... 8

I1.2 Procédé de Gram-Schmidt . . . . . ... ... ... ... ...... 8

II.3 Sous-espaces orthogonaux . . . . . .. ... .. ... .. ...... 13

I.4 Projections orthogonales . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 13

I1.4.1 Définition . . . . . . . . . ... ... ... 13

[1.42 Formule . . . ... ... . ... ... .. ... . ... 13

[1.4.3 Distance & un sous-espace . . . . . . . . . . . . . . . ... 13

I1.5 Matricesde Gram . . . . . . . . . . ... . ... ... 15

I1.6 Angles entre vecteursde R™. . . . . . . . ... ... ... ..... 16

IIT Matrices orthogonales 18

ITI.1 Dimension 2 . . . . . . . . . . . . . 19

III.2 Dimension 3 . . . . . . . . . . . . . . . 19

IT11.2.1 Axes d’une rotation. . . . . . . ... .. ... ... ..... 19

I11.2.2 Produit vectoriel . . . . . ... ... . ... ... ...... 21

I11.2.3 Formule de Rodrigues . . . . . .. .. .. .. ... ..... 21

I11.2.4 Angles d’Euler . . . . . . ... .. ... ... .. ...... 22

II1.3 Symétries orthogonales . . . . . . . . . ... ... ... ... .... 23

[11.4 Les réflexions orthogonales engendrent O,(IR) . . . . . . . ... .. 23

IV Réduction des endomorphismes autoadjoints 25

IV.1 Matrices symétriques . . . . . . . . . . . ..o 25

IV.1.1 Réduction . . . . .. .. . . ... ... 25

IV.2 Signature. . . . . . . . . . 26



L2 — Algebre 4 2025-2026

IV.3 Min-max. . . . . . . . . e
IV.4 Adjoint d'un endomorphisme . . . . . . ... ...
IV.5 Réduction des endomorphismes normaux . . . . . . . ... ... ..

IV.6 Décomposition polaire . . . . . .. .. . ... .. ... ... ...

V Congruences

V.1 Formes quadratiques . . . . . . .. .. ... ...

V.2 Les matrices symétriques réelles . . . . . . ... ... ...
V.2.1 Formule de changement de bases . . . . ... .. ... ...
V.2.2 Théoréme de Sylvester . . . . . . ... ... ... ... ...
V.2.3 Pseudo-réduction simultanée des matrices symétriques

V.3 Les matrices symétriques complexes . . . . . . . ... ... ... ..

V.4 Les formes bilinéaires antisymétriques . . . . . . . . .. . ... ...
VA4l lerang . . . . . . oL o
V4.2 Pfaffien . ... ...
V.4.3 Le groupe symplectique Sp,,(R) Pas fait en cours ...

V.5 Noyau et rang d’'une forme bilinéaire . . . . . . . . . ... ... ..

VI Géométrie affine
VI.1 Sous-espaces affinesde R™ . . . . . . . .. .. ... ... .. ...,
VI.2 Espaces affines . . . . . .. ..o
VI.3 Transformations affines . . . . . . . .. ... ... ... ... ...
V1.4 Tsométries affines . . . . . . ... ...
VL5 Isométries affines de R? . . . . . . . . ... ... ... ... ...
VI.6 Isométries affines de IR3 . . . . . . . ... ... ... ... .....

VIK oniques
VII.1 Définitions . . . . . . . . . . . .

VII.2Forme réduite des coniques non dégénérées . . . . . . . . . . . . ..

Cours d’algébre bilinéaire

2 /56

31
31
33
33
33
34
35
36
36
37
38
40

40
40
41
43
44
45
46



L2 — Algebre 4 2025-2026

I Formes bilinéaires

I.1 Produit scalaire usuel

T Y1
C’est l'application R"xR™ — R, (z,y) — z-yousiz = Sy = S
Tn Yn
T-Y=x1Y1 + ... + TplYn.

Proposition.

i) "7eR", R® - R, y — z -y est linéaire.

111 v

ryyeR" z-y=y-x.

)
ii) Yye R", R" — R,  — x -y est linéaire.
)
iv)

"O#xeR™ z-2>0.
Remarque. x -y = ‘zy.
Notation. Si x € R", soit ||z||s = /2 - z.
Théoréme de Cauchy-Schwarz. "z,y € R", |z - y| < ||z]|2||y]]2-

Démeo.

D @iy —w)® =09 Y > (@Y} + 2Ty] — 2wiyirsy;) = 0
i

i=1j=1

= Qe + (e Q0w — 20 ww) (X wy;) = 0
< 2[[z[[3][yl[; = 2(x - )

< [lellallyllz = |2 -yl -

1.2 Formes bilinéaires

Définitions. Soit £ un R—espace vectoriel.

— Une forme bilinéaire sur E est une application b : EF x E — R telle que
— Yz e E, b(z,-) : E — R est linéaire;
— Yye B, b(-,y) : E — R aussi.

— On dit que b est symétrique si "z, y € E, b(z,y) = b(y, 1).

— On dit que b est antisymétrique si "x,y € E, b(z,y) = —b(y, ).

— On dit que b est alternée si "z € E, b(x,z) = 0.
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Notations. Soient Bil(E), resp. Bilg(E), resp. Bil4(F), I'ensemble des formes
bilinéaires sur F, resp. des formes bilinéaires symétriques, resp. ’ensemble des
formes bilinéaires antisymétriques.

Ezercices.

1) L’ensemble Bil(E) est un R—espace vectoriel pour les lois ordinaires et Bil(FE)

Bils(E) ® Bil(E).

2) Polarisation.
i) Soit b e Bilg(E). Alors Yz,y € R", b(z,y) = (b(z +y,z +y) — b(z,z) —
b(y, y))-
ii) Soit b e Bil(F). Alors b antisymétrique < b alternée.

Ezxemples.

a) Les applications suivantes sont bilinéaires symétriques.
— R"x R, (z,y) — 2 y;
— M,(R) x M,(R) > R, (A,B) — TrAB;
— B(N) x (N) = R, ((an), (bn)) = X,z anbn '
— C(-L1LR) x (-1, 1, R) = R, (f.9) = [, fg.

b) L’application R? x R?* — R, ((z1,%2), (y1,y2)) — x1y2 — T2y; est bilinéaire
antisymétrique.

c) L’application R? x R* — R, ((x1,22), (¥1,y2)) — 1Yo est bilinéaire mais ni

symétrique ni antisymétrique.

1.3 Matrices

Définition. Soit A € ., (R). L’application
ou: M(R) % My (R) > R, (X,Y) > XAY

est bilinéaire.

Exercice. L’application ¢ 4 est symétrique < la matrice A est symétrique. L’ap-
plication ¢4 est antisymétrique < la matrice A est antisymétrique.

Notations. Soient ., (R) = {A e #,(R) : 'A= A}, «,(R) = {Ae #,(R) :
tA = —A}.

. b(N) = {(a,) e RN : ¥ a2 < 0}
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Définition. Matrice d’une forme bilinéaire. Soit Z = (ey, ..., ,) une base
d’un R—espace vectoriel E. Si ¢ € Bil(E), on pose [¢]z = (¢(e;, €;))1<ij<n-
Proposition. Avec les notations de la définition.

Yo =xie; + ...+ Tpen, Y =y1e1 + ... + Ynen, o(z,y) = ' XAY

ou A =[plg, X =421, ...20), Y ="Y1,..,yn) € Mn1(R).

On en déduit le

Théoréme. Soit £ un R—espace vectoriel de dimension n, de base %. Alors
I'application ¢ — [¢]4 définit des isomorphismes d’espaces vectoriels :

Bil(E) ~ 4,(R)

Bils(E) ~ Z,(R)
Bils(E) ~ ,(R) .

Ezxemples.
a) Soit F = R[z]<s. Soit # = (1 z,2?). Soit B = (1,2x — 1,62 — 6x + 1). Soit
v:ExE—-R,(fg9) ’_’So (x)dx. Alors
N 10 0
ela=| 2 L L | [ele=]0 1 0
513 0.0 3

b) (non donné cette année) Soit E ]R[ ]<2. Soit B = (1,z,2%). Soit B =

(1,2,222—1). Soit ¢ : ExE — R, (f,g) — §_ . H)d = {5 f(cost)g(cost)dt.
Alors
™ 0 3§ ™ 0 0
pla=10 5 0 [[l¥lz=[0 5 0
o 00 3

1.4 Formules de changement de bases et congruence des ma-
trices

Proposition. Soit £ un R—espace vectoriel de dimension n. Soient %A, %’
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deux bases de E. Soit p € Bil(E). Si A = [¢]g, A = [pla, P = Pga ', alors
A ="PAP .

Définition. On dit que A, A’ € .#,(R) sont congruentes si A’ = ‘PAP pour
une matrice P € .#,(R) inversible.

Théoréme. Classes de congruences des matrices symétriques et anti-
symétriques réelles.

i) Soit A € .7,(R). 1l existe des entiers r,s > 0 et une matrice inversible P €
M, (R) tels que

'PAP =

0

matrice diagonale avec 7 « 1 » et s « —1 ». De plus, r + s = rgA.

ii) Soit A € o7, (R). Alors rgA = 2d est pair et il existe une matrice inversible P
telle que
J

'PAP =

0

f. c-a-dsi B = (e1,....en), B = (€},....,el,), alors P = (p;j)i<ij<n Ol "1 < j < n, e =

- €y

Y pijéi; cest la matrice de passage de la base # dans la base A’
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matrice diagonale par blocs avec d blocs J = de taille 2 x 2.

Démo. Plus tard dans le cours.

1.5 Produits scalaires

Définitions. Soit ¢ € Bilg(FE).

— On dit que ¢ est positive si "z € E, ¢(z,z) = 0.

— On dit que ¢ est négative si "x € E, p(x,z) = 0.

— On dit que ¢ est définie positive si '0 # x € E, p(x,z) > 0.

— On dit que ¢ est définie négative si "z € E, p(x,x) = 0.

Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique et définie positive
¢ € Bil(E)

Ezemple. Le produit scalaire usuel est un produit scalaire.

Exercices.
1) (A, B) — Tr(AB) est un produit scalaire sur .7, (RR).
2) (A, B)— —Tr(AB) est un produit scalaire sur 7,(R).

fin du cours du 23 janvier
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1.6 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit ¢ : £ x E — R une forme bilinéaire symétrique positive.

Théoréme. Soient z,y € F .

6(z,y)| < Vol 2)\V/ oy, y) -

Démeo.

xT,x x,
Soit A = ¢z,z) 9(zy) . Soit A € € une valeur propre. Soit 0 # v =

oy, ) (Y, y)

(% 2 s .
( v;) € C? un vecteur propre associé. On a :
Av = v = "5Av = Xov = A(|v1]? + [n]?).

On a aussi :

H5Av = "A(Jvr 2 + [v2]2) = Ao > + |v2]?).

Or,

oAy = 0t Av = " Aw
car A est symétrique réelle. Donc
A[or* + [vaf*) = AJva|* + Jva?)
=A== )eR.

Donc les valeurs propres de A sont réelles.

On a :
Vs, teR, (s,1)A (‘;) = ¢(sx +ty,sx +ty) =0 .
Donc si v € R? est un vecteur propre de A pour une valeur propre a € R, alors

t

WAy = adtlvv=20=a =0 .

Mais alors comme le déterminant est le produit des valeurs propres
détA = 0 = ¢(z,2)6(y, y) — ¢(z,y)* = 0

= \o(x, 2)\/0(y,y) = oz, y)| -

Corollaire. Si ¢ est un produit scalaire, si on pose ||z||s = 1/¢(z, z) pour tout
z € E, alors l'application E — R,  — ||z]|4 est une norme, c-a-d

i)'z € E, |[ll, > 0id)llalls = 0 < & = 0.id) 'z, y € B, [z + ylls < llels + Iyl

Exercice. Identité du parallélogramme. "z,y € E, ||z + y||* + ||z — y||* =
21|(1* + 2[[yl*.
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1.7 Produit scalaire hermitien

a)

Soit E un C—espace vectoriel.

Définitions.
On dit que lapplication F x E — C, (x,y) — {(x,y) est une forme sesquili-
néaire si

(i) Yze E, E— C, y — {(x,y) est linéaire;

(ii) "ye E, E — C, v+ {(z,y) est antilinéaire ;

on dit que c’est une forme sesquilinéaire hermitienne si de plus
(iti) "2,y € E, (x,y) = {y, 1) ;
on dit que c¢’est un produit scalaire hermitien si de plus
(iv) "we B, {x,r) > 0.

Ezxemples.
(z,y) — >, Tiy; est une forme hermitienne sur C”.
(f,g) — Sil fg est une forme hermitienne sur C[X].
Ezercices.

Notons (x,y) = a(z,y) +if(x,y) avec a(x,y), f(z,y) € R pour tous x,y € E.

Vérifier que (-, -) est une forme sesquilinéaire hermitienne < « est bilinéaire

symétrique réelle, 3 est bilinéaire antisymétrique réelle et Yz, y € E, a(x,iy) =

—B(z,y)..

Soit A € A, (CT). Vérifier que #,,1(C) x M,1(C) — C, (X,Y) — 'XAY est
A.

une forme sesquilinéaire hermitienne < *A =

II Espaces euclidiens

Définitions.

— Un espace préhilbertien est un couple (F,{-,-)) ou E est un R—espace vec-
toriel et (-, ) un produit scalaire sur E.

— Un espace euclidien est un couple (E, (-, -)) ou E est un R—espace vectoriel
de dimension finie et (-,-) un produit scalaire sur E.

Ezxemple. R™ avec le produit scalaire usuel.

t. c-a-d Vx,2' € B, (x + a',y) = (w,y) + {(2',y), "w € E, "t € C, {ta,y) = Kz, y).
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II.1 Bases orthogonales
Soit (E,{-,-)) un espace euclidien.
Définitions.
a) On dit que z,y € E sont orthogonauz si {x,y) = 0.
b) Une base orthogonale de E est une base (e, ..., €,) telle que ¥i # j, {e;,e;)» = 0.
¢) Une base orthonormale ou orthonormée de E est une base (eq, ..., €,) telle que
Vi # g, leiejy =0, Vi, {ei, e,y = 1.
Théoréme. Si E est un espace euclidien, alors E admet une base orthogonale.

En particulier £ admet une base orthonormale.
Ezxercices.

1) (Théoreme de Pythagore) Soient z,y € E. Montrer que (z,y) = 0 < ||z+y||*> =
[zl + [[y]]*.
2) Soit (ey, ..., €,) une famille de vecteurs non nuls de F telle que Vi # j, {e;, ;) =

0. Vérifier que les e; sont linéairement indépendants.

3) Trouver une base orthonormale pour E = {(x,y,2) e R® : z+y+ 2 = 0} avec

le produit scalaire usuel.

I1.2 Procédé de Gram-Schmidt

Théoréme. Soit F un espace euclidien de base (e, ..., €,). Il existe une unique
base (f1, ..., fn) de E telle que

(i) "1<i<n, fice;+ Vect{ey, ...,e;_1};

(ii) la base (f1,..., fn) est orthogonale.

Remarque. En particulier, la base (ﬁ, o f—”) est orthonormale.

[ nll
Nous allons démontrer le théoréme plus général suivant.

Théoréme. Soit (ey,...,e,) une base d'un R—espace vectoriel E. Soit ¢ :

E x E — R une forme bilinéaire symétrique telle que
vl <k < n, dét(go(ei, ej))lgi,jgk # 0.

T Alors il existe une unique base (fi, ..., fn) de E telle que :

i) "1<k<n, fypeep+ Vect{er,...,ex_1}.

t. Cette condition est vérifiée si ¢ est un produit scalaire. En effet dans ce cas, pour tout
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i) VL<k#l<n, o(fifi)) = 0.

De plus, pour tout 1 < k < n, dét(p(e;, e;))1<ij<k = ©(f1, f1)--o(fi, fr)-
Démo. On pose pour tout 1 < k < n, Ay = ((e;, €;))1<ij<k € Mi(R).
Unicité.

Si (f1,s fn) €t (f1, .., f7) sont deux bases de E telles que

T<k#L<n, o(fi. i) = o(fi. f]) =0

1<k <n, fi, fl €ep+ Vectie, ..., ep_1},
Alors "1 < k < n, Vect{fi, ..., fe} = Vect{ey, ...,er} = Vect{f], ..., fi.}. De plus,

sil< k< n,alors

fr — f1. € Vect{ey, ..., ex_1} = Vect{f1, ..., fe} = Vect{fi, ..., f1.}.

Donc

fo=FR+ D il

1<j<k—1

pour certains réels ¢;. Mais alors

N<i<k—1 0l f)=e(f+ Do tifif)

1<j<k—1

= olfi )+ D, tielfi 1)
1<j<k—1
= tip(fi, i)

car j # i = @(fj, fi) = 0.

1 < k < n, la matrice Ay = (¢(e;, €j))1<i,j<k est de noyau nul car si

x1 ko k
0#x= ( : )e]Rk = lgApr = Z inxjga(ei,ej)

Tk i=1j=1

k k
= Z Z p(ziei, zje5)
i=1j=1

k k
= @(Z T4, Z zje;) = p(z,2) >0
i=1 j=1
ol z := Zi;l xz;e; 7 0. Donc détA;, # 0.
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Or, d’apreés la derniére phrase de 1’énoncé (voir ci-dessous pour la justification),
o(fi, fi) # 0 donc t; = 0. D’ou f], = f.

Existence.

On définit par récurrence la base (f1, ..., fn). On pose fi; = ey. Alors o(f1, f1) =
p(er,e1) = détA; # 0. On suppose que k = 1 et que fi, ..., fr sont déja définis avec
les propriétés suivantes :

— 1< z;é<k: o(fi, f;) = 0.

— "1 <i<k, fiee + Vect{er,...,e;_1}.

Supposons k < m. On remarque que la matrice de passage P, de la base
(é1,...,ex) dans la base (f1,..., fr) est triangulaire supérieure avec des 1 sur la
diagonale. '

Donc dét P, = 1. Or, d’aprés la formule de changement de bases pour les formes
bilinéaires, on a

(e(fis fi)r<ij<k = "PuArPe € Mi(R)

et en appliquant le déterminant
dét(p(fi, fi)1<ij<k = dét(* Py,)dét Axdét Py
= détA, # 0.
Or la matrice (o(f3, fj))1<ij<k est diagonale donc
dét(e(fi, fi))i<ij<k = @(f1, f1) . p(fr, fr) = dét Ay, # 0.

En particulier "1 < i < k, ¢(f;, f;) # 0. On peut donc poser

fret1 = €pe1 — Z Ld e(’;:rl}];l) fi € epq1 + VeCt{fh ey fk}

C k41 + Vect{el, ey €k}.
De phlS, "1 gj < k7 90<fk+17fj> = 0.
En effet,

vl < ] (fk+17fj - €k+1 _Z L4 el;jl}fl fhf])

. En effet, les coefficients Py;; de la matrice Py, vérifient f; = Zle Py;je;. Comme les vecteurs
e1, ..., en forment une base et comme f; € ¢; + Vect{ey, ...,ej,l}7 onaj, Ppj; =1, Vi >4, P =
0.
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k
90 k+17fz f@,f])

€k+1,fg & fz;fl
= p(ers1, fj) — W@(fm fi)
= 0.

Cela termine la construction de la famille (f1, ..., f,) par récurrence.

FExercices.
a) Siej,...,e,) est une base orthonormale de F, alors Yo =xie1 + ...+ Tnen, Y =
yre1 + ... + ynen € B, (x,y) = 1191 + ... + TpYn.

b) Appliquer le procédé de Gram-Schmidt a la base (e, e1, e, €3, e4) = (1, X, X2, X3, X?)
de R[X]<4 avec le produit scalaire (f, g) = Sil %dt = 5 f(cos ) g(cos x)dux.

fo=eo =1 fi = er— GfRfo = X = Bl = X, fo = e = RS
o= X2 §§; s X B = X o= e R = RS-
bl fy — x° - Horsll i (0 1) - Gy - Bt _ xo -

X, f4:e4—§§1§iif Gl b G =Gt fo = XM (X0
1X) - B (e ) - Mty Bt XX 4

c) | Critere de Sylvester. Soit A € .7, (R). Montrer que la forme bilinéaire symétrique
associée p4 est un produit scalaire < "1 < i < n, Aj(A) = dét(Aup)i<as<i > 0.
Indication. Soit A; = (Aap)i<a,p<i- Noter b = (eq,...,e,) la base canonique de

R™. Appliquer le procédé de Gram-Schmidt aux vecteurs ey, ...,e, et obtenir
une base ' = (f1,..., fn) orthogonale pour ¢ a. Alors D; = "Pi[@a](e,,. e s 0%
P; est la matrice de passage de la base (eq, ..., e;) dans la base (f1, ..., f;) qui est
triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale et D; est la matrice de @4
dans la base (fi, ..., i) qui est diagonale car la base (fi, ..., f;) est orthogonale.
Donc "i, a(fr, f1)--palfi, fi) = détD; = Ay(A) ...

Si tous les A;(A) > 0, alors la forme bilinéaire @4 est définie positive (dans
la base (f1,..., fn), C’est facile). Si pa est définie positive, alors pour tout i,
Ai(A) = palfr, fr)-e(fis fi) > 0.

2-10 0
Ezemple. La matrice symétrique A = _01 _21 _21 _01 définit un produit sca-
0 0 —-12

laire car Aj(A) =2, Ag(A) =3, Az(A) =4, Ay(A) =5 > 0.
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Fin du cours du 30/1
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II.3 Sous-espaces orthogonaux

Soit (E,{-,-)) un espace préhilbertien.
Notation. Soit X € E. On pose X+ ={ye E : "xe X, (x,y) = 0}.
C’est l'orthogonal de X.

Proposition
X1 = Vect(X)t est un sous-espace de E :

) P ;

) 0+ = E, Et = 0,

i) YF<E, F<F** rt=prt Fyrt=F@Ft
) VEEGLSE, (F+G)t=F'nGH FH+GE< (Fn Q)
)

si F' est de dimension finie, alors £ = F'@ F* et si E est de dimension finie,
alors dim F' + dim F* = dim E ;

vi) Si E est de dimension finie, alors "F < E, F = F*+ "F.G < E, F* + G+ =
(FnG)*
I1.4 Projections orthogonales

Soit E,{-,-) un espace euclidien.

I1.4.1 Définition

Soit F < E. Soit z € E. Soient z1 € F, 5 € F* tels que = x; + z5. On pose
pr(z) = x1. Clest la projection orthogonale de x sur F.

Remarque. Soient z,y € E. Alors y = pp(z) < ye Fetx —ye F*.

FEzercice. Soit p € Z(F). Alors p est une projection orthogonale < p? =
p et ker pLlim p.
11.4.2 Formule

Si fi,..., fr est une base orthonormale de F, alors pp(z) = {(x, fi)fi + ... +

11.4.3 Distance a un sous-espace

Soit z € E, alors d(z, F) = infyep ||z — y|| = ||z — pr(x)]].
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Proposition. (Matrice d’une projection orthogonale.) Soit pr la pro-
jection orthogonale sur F. Si & = (ey,...,e,) est une base orthonormale de E,

alors
[brls = B(BB)™"B

ou B = ({e;, f)) 1sisn € Moy, est la matrice d'une base (fy, ..., fx) quelconque de
F dans la base &.
Démo. Soit f € Z(E) tel que [f]g = B("BB)"""B. Soient x € E,y € F.

L1 1
Alors il existe X = ( : ) e Mn(R),Y = ( : ) € M (R)tels que z =
Tn Yk

rie1 + ...+ Tpen, Yy = Y1 f1 + .+ yifr
Alors
(@~ f(@),y) = (X — B('BB)"BX)BY
='XBY ~'XB('BB) '"BBY
I
=1y

='XBY -'XBY =0 .

C’est vrai pour tout y € F donc = — f(x) € F*+ = f(z) = pr(z).
Q.e.d.

vty

Exemple. Si ' = R", si d est une droite, alors pg = £ ot v € A1 (R) est le

vecteur des coordonnées d’un vecteur directeur de d.
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I1.5 Matrices de Gram

Définition. Soient ey, ...,e, € E. On note G(ey,...,e,) = ({€;,€;))1<ij<n €
My(R).
Proposition.
— La matrice G(ey, ..., €,,) est symétrique positive.
— La matrice G(eq, ..., e,) est symétrique définie positive < détG(eq, ..., €,) >
0 < eq,..., e, sont R—linéairement indépendants.

. _  [d&G(z.f1,....fn)
Pour tout z € FE, |d(x, F) = détG(fli..,fn)
(fry s f) de F.

Exercices.
1. Si F ={(z,y) e R? : az + by = 0} < R? avec (a,b) # (0,0), alors (pour le
produit scalaire usuel), "(z,y) € R?, d((z,y), F) = 4/ |Z’§IZ§’|.

2. Calculer inf, j g Sé (23 — ax?® — bz — c)*dx.

pour toute base quelconque

Réponse.

B[O O [T =
O | Ut Oy [ =
DD | =00 | = | = | =

= N[00 [ s =

=N 0=

DO =00 | = | =

—
QO [t =

Fin du cours du 7/2
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3. Soient ay, ..., a, € R™, onpose P(ay,...,a,) = {tia1+...+tpa, : 0 < ty,...,t, <
1}. On définit par récurrence voly P(ay) = ||ail|, vol,, P(ay, ..., a,) = vol,—1P(ay, ..., a,—1)d(a

Vérifier par récurrence sur n que

vola(P(ay, ..., a,)) = A/détG(ay, ...,a,) T .

I1.6 Angles entre vecteurs de IR™.
Définition. Soient 0 # z,y € R". L’angle entre x,y est le réel 0 < 7y < 7 tel
(z, y)

[l=[llyll
Ezemple. v1y < ry =5 ; x,y colinéaires < Ty = 0 ou 7.

que

CoS Ty =

Ezxercice. Soit un tétraédre régulier dans R3. L’angle entre les vecteurs issus du

centre et pointés vers les sommets est Arccos — % = 7 — Arctan(2+/2).
lcce

Indication. Soit ¢ le cosinus de 'angle cherché. On a gi f g = (c—1)3}(3c+1) =

cccl
0 car 4 vecteurs dans R3 sont toujours liés.

1. On peut interpréter vol,P(ay,...,a,) comme le volume de P(aq, ..., an).
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FIGURE 1 — a = Arccos(—3)

19 / 56



L2 — Algebre 4 2025-2026

III Matrices orthogonales

Soit (E,{-,-») un espace euclidien. Soit f € Z(F).
Définition. Sont équivalentes.

‘ze B ||f ()] = [l]]
Yz,ye B, (f(2), f(y)) = (z,y).
f envoie toute base orthonormale sur une base orthonormale.
f envoie une base orthonormale sur une base orthonormale.
On dit que f est une transformation orthogonale si une de ces assertions est
vraie.
Notation. O(F) = l'ensemble des transformations orthogonales de FE.
Ezercices.
1) O(E) < GL(E) est un sous-groupe c-a-d Idg € O(E), "f,g € O(E), fog €
O(E), "feO(E), fte O(E).
2) Sife Z(E), alors fe O(F) < [f]s € O,(R) pour toute base orthonormale
% de E (cf. définition ci-dessous) T
Définition. Soit M € .#(R). Sont équivalentes
i) MM = I, « colonnes orthogonales ».
i) M'M =1, «lignes orthogonales ».
iii) M inversible et M1 =M.
Si une de ces conditions est vérifiée, on dit que la matrice M est orthogonale.
Remarques. i) < «les colonnes de M forment une base orthonormale de R™ »

ii) < «les lignes de M forment une base orthonormale de R" »

Une matrice de rotation est une matrice orthogonale de déterminant 1.
Notations. O,(R), SO, (R).

Ezercices.
1) "M =—'M e #,(R), exp M € SO,(R).
2) M = ~'M e #,(R), I + M est inversible et (I — M)(I + M)~ € SO, (R).*

. En effet, si = (e1,...,en), si A = [f]a, alors 1 < j < n, f(ej) = D1, Aije; = "1 <
i,j <n, (f(e:), fle;)) = Qi Ariers 2 Arjer) = 2o, AriArj = (FAA)4;.

1. SitM = —M, si A € C est une valeur propre de M, alors il existe 0 # x € C™ tel que Mz =
Az = ZMz = N7z = "z Mz = NZz. Or, on a aussi : "TMzx = ‘T Mz = '7(— M)z = —\'7z.
Comme 'Zz = Y, |2;> > 0, on peut simplifier et A = —\ = X € iR. Donc M n’a pas de valeur
propre réelle donc la matrice M + I,, est inversible.
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3) SO.(R) < On(R) < GL,(R).
4) Si M e On(R), détM = +1.

Ezemples. Les matrices de permutations, I,, — 2v'v pour tout vecteur colonne v

1 1 V3Y) 1 %_22 _% 1 1¢ glb
de norme 1 pour le produit scalaire usuel, —3 ( ) ;3 2,523
—V3 1 21 2 L

ol ¢ = 1+—2*/5 sont orthogonales.

Ezercice. Sin > 1, alors 4/ =25 (sin(ijfl))lqjq € O,(R).

III.1 Dimension 2

Proposition. SOs(R) = {R, = (COSO‘ - Sino‘) . ac R}, Os(R)\ SOs(R) =

sina cos
cos o sin
{50 = (Sina—cosa> »ac R}

Remarques. R, est la rotation d’angle «, S, est la symétrie orthogonale par
rapport a la droite « qui fait un angle ¢ avec I'axe des abscisses ».

FExercices.

]-) Va767 Sczy = 127 RocRB = Roc-i—ﬁa Socsﬁ = Roc—67 SocRﬁ = Soc—ﬁv Rocsﬁ = SOH—B-

2) R,=expa <(1)_01>

IT1.2 Dimension 3

I11.2.1 Axes d’une rotation.

Théoréme. Si R € O3(R), alors il existe v € R? tel que Rv = +v.

Démo. (Euler) Si 'R # R, alors 'R — R est antisymétrique de taille 3 non nulle
donc de rang 2 (exo). Or, ker'R — R est stable par R. Donc si 0 # v € ker 'R — R,
alors Rv = +v.

SitR = R, alors R? = I3 = R?® = ker(R — I3) @ ker(R + I3).

Définition. Soit I3 # R € SO3(R), alors dimker(R — I3) = 17 On dit que
ker(R — I3) est 'axe de la rotation R.

. Sidimker(R—13) = 3, alors R = I3 absurde. Si dim ker(R—I3) = 2, alors le supplémentaire
ker(R — I3)* est stable par R et est de dimension 1 donc un espace propre. La valeur propre
associée est 1 (car le produit des valeurs propres est détR = 1). Mais c’est impossible car alors
dimker(R — I3) = 3. Si dim ker(R — I5) = 0, alors les valeurs propres de R sont soit —1, z, Z pour
un z € C\ R absurde car alors détR = —|z|? # 1, soit —1, —1, —1 (car les seules valeurs propres
réelles sont +1) absurde car alors détR = (—1)3 = —1 # 1.
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Corollaire. Soit R € SO3(R), alors si ‘R # R, 'axe de la rotation R est
Ras — Rso
kerR— I3 =R | R31 — Ri3
12 — R
Démo. Si —1 est valeur propre d'une rotation R alors il existe P € O3(R) telle

-1 0 0
‘PRP = 0 cosf sinf
0 sinf —cos®

que

qui est symétrique ...

Ezercice. "R € SO3(R), 3P € SO3(R), R = PRy 4P pour un certain 6 € R, ou

1 0 0
Ryg:= [ 0cosf —sinf |.
0sind cos@

En déduire que toute rotation dans SO3(R) est produit de deuz rotations d’angle
.
fin du cours du 13/2
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I11.2.2 Produit vectoriel

Définitions. (Produit vectoriel et produit mizte)

x x’ yz' — zy
1) a,y,2,2,y,7 € R, <y) Ay | =22 27| eR?
z Z xy —yx’

A/}

x @ z” ra'x
2) Ywy,zaly, Y2y € R, [ <g) Ay Y ]:= yyy'| €R.
z z 22 z
Propriétés.
i) R3xR?®— R? (u,v)— u A v est bilinéaire alternée.
i) Yu,v,weR3 [u,v,w] = (uAv) w'
iii) "u,v,weR uA(vAw)=(u-wv—(u-v)w.
iv) Yu,ve R, |JuAv||? = ||ul[}]v][?sin® a ot a € [0, 7], (u-v) = ||u|]||v]] cos .
v) (Jacobi) Yu,v,w, u A (v A W)+ A (wWAU)+wA (unv)=0.

Remarque. T A7 L 2,7 .

I11.2.3 Formule de Rodrigues

0 —X3 T2
Si @ = (21,22,23) € R®, on pose A = | 23 0 —21 | € a4(R)* Soit
—x9 1 O
% € R? un vecteur de norme 1.
— La matrice de la rotation d'axe k et d’angle 0 € R est R?e = I3 +
sin 0/\? + (1 — cos H)A%. 7
— Comme application linéaire, on a :
"7 e R, R—»e(?) —cosOT +sinfk AT+ (1- cos@)(? : ?)? :

k

(1) 00 0 ; cosg—sin990
Ezxemples. R> , = Ry g = cosf) —sinf |, Ro>, = R3g= | sinf cosf 0 |].
e o 0sinf cosf €30 > 0 0 1
FEzercice. R = eXp(QA?).

En particulier, R~ = exp(—@A?) = exp(t(HAZ)) = texp(@A?) = 'R et

détR = eXp(Tr(QA?)) =exp0=1.

f. Pour le produit scalaire usuel de R>.
I. Cest la matrice de ¥ — T A T.
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Solution. exp(OAy) = ZZO 0 eq(,] Af. Or, un rapide calcul montre que ¥g > 1, A2q

(=17 TA2, A7 = (—1)7A;. Donc

0 q— 192(1 0 q‘92q+1
exp(9Ay,) = Is + Z ) )AL+ 2 A
g=1 q:O
1 ::rOSO s;rTG

= I3 +sinfAy + (1 — cosO)AZ = Ry .

I11.2.4 Angles d’Euler

FEzercice. Les matrices de SO3(R) sont de la forme

Ry oRs R

1 0 0 cos 8 —sin 50 10 0
= [ Ocosa —sina sinf cosf 0 0cos~y —sin~y

Osina cosa 0 0 1 Osinvy cosvy
cos 3 — sin 3 cos 7y sin 3 sin y
= | cos asin B|cos a cos 5 cosy — sin asin y|— cos a cos 3 sin y — sin « cos 7y
sin a sin []sin acos B cos 7y + cos asin y|— sin v cos Fsin 7y + cos v cos 7y
a,f,v€R.

Indication. Soit R € SO3(R). il existe o, 8 € R tel que R(e7) = R R3z(er) .

Alors 37, (R1aR35) 'R = Ry .
001
Exemple. { 100 | = Ry ;R3_z Ry _=
010 : :

cos f3
. e Ja,0eR, R(e1) = [ cosasin | ce qui est possible car R(e1) est un vecteur de norme
sin asin 8
1.
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II11.3 Symeétries orthogonales

Définition. Soit F' < E. La symétrie orthogonale par rapport a F' est 'ap-
plication linéaire sp : £ — E,"x € F,"9 ¢ Ft, 2 +y — x —y. C-ad :
VreF, sp(x) =z, "ye 't sp(y) = —y.

Si F' est de codimension 1, on dit que c’est une réflexion orthogonale.

FEzercices.

1) Soit s € Z(F). Alors s est une symétrie orthogonale < s = Idg et ker(s —
1)L ker(s +1).

2) Soit F S On a Sp = 2pF —IdE = IdE — 2pFL.

3) Soit 0 # v € M1 (R) un vecteur colonne. Montrer que R, := I, — 72-v.'v est

une réflexion orthogonale. Par rapport au sous-espace Ru*.

Par exemple si v = <(1)> , alors R, = (_01(1]>, siv = (_11> , alors R, = (?6)
4) Soit S € #,,(R). Montrer que S est une matrice de symétrie orthogonale (pour

le produit scalaire usuel de R") < S? = I, et 'S = S.

Proposition. Une matrice de symétrie orthogonale est orthogonale. De plus,

les réflexions orthogonales engendrent O, (R).

II1.4 Les réflexions orthogonales engendrent O, (RR)

Proposition. Soit O € O,(R). Soit k = rang(O — I,,).
i) Si R =ry...rs ol les r; sont des réflexions orthogonales, alors s > k.
ii) Il existe des réflexions orthogonales 71, ..., 7. telles que O = ry...r.

Démo. Soit R une réflexion orthogonale, alors
ker(R — I,,) n ker(RO — I,,) < ker(O — 1,,).

Or, dimker(R — I,,) = n — 1 donc

dim ( ker(R—I,)~ker(RO—I,,) ): n—1-+dimker(RO—I,)—dim ( ker(R — I,) + ker(RO — I,,)

o

)

Y
=n—1loun

= dim ker(RO — I,,) ou dimker(RO — I,,) — 1
> dimker(RO — I,) — 1
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d’ou
dimker(O — I,,) = dimker(RO — I,,) — 1
< n —dimker(RO — I,,) = n — dimker(O — I,) — 1
< 1rg(RO — 1,,) = rg(O — 1,,) — 1.
i) Si O = Ry...R;, alors R...R,0 = I, = rg(Rs.. RO —1,,)) =0 > rg(O—1I,) —
s=s=k.

ii) On raisonne par récurrence sur k = rg(O — I,,) = 0.
Siv =0z —x #0, alors ker(O — I,) < ker(R,O —I,) ' =1g(0O—1,) — 1<

x¢ xe
rg(R,0 — I,,) < rg(O — 1I,,) = rg(R,0 — I,,) = rg(O — I,,) — 1. Par hypothése de
récurrence, il existe Ry, ..., Ry_1 des réflexions orthogonales telles que :

RUO = Rl.-..Rk_l =0 = Rle...Rk_l
produit de k réflexions orthogonales.

Exercices.

1) SiR=ry.r,oury,...,r sont des réflexions orthogonales, alors k& > rang(R —
I,). Indication. YA € M, (R), Yr réflexion orthogonale, rang(rA—1I,) > rang(A—
I,)—1.

0001

2) Soit O = (1)?88 € O4(R). Alors rang O — I, = 3 et
0010

0100 1000 1000

o0 [ 1000 0010 0100

— 10010 0100 0001

0001 0001 0010

3 réﬂexionszrthogonales

f.v=0x—2 # 0= 2 ¢ ker(O — I,). Dautre part, R,Ox = © < Ox = R,z < Oz =
v — =vlvr e v = —Zvhvr o —Zlvr = 1 e 2z = v 20z — 2)z = 'Oz —

7)(Or —2) & —2(*2'0x —txz) = t2 'O0 x —'2'Ox — 202 + trx < '2'Ox = '20x ce qui est

I”L
vrai car ‘20z € A1 1(R) = 20z = '(*z0z) = '2'Ox.
Enfin, y € ker(O — I,,) © Oy = y = "0y = tvy = 1(Ox — 2)y = 2! Oy — toy = toy — tay =
0= R,0y =y — 2000y = yc-a-d y € ker(R,O — I,,).

tyv
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IV  Réduction des endomorphismes autoadjoints

IV.1 DMatrices symétriques
IV.1.1 Reéduction

Théoréme. Soit A € .7, (R). Alors il existe P € O,(R) et D diagonale telles
que A = PD'P.

Lemme. A posséde une valeur propre réelle.

Démo. du lemme. Si Ax = \x,0 # x € C", X € C, alors 'TAz = '('TAz) <
NTr = MaT < A=\ = ) eR.

Démo. Par récurrence sur n = 0.
Ezemples.
1 1 1
1 A 3
a) (111)=PD'PouP=|p5-pm v |.D=( 0 |
111 1 2 0
V3 V3

—_

1
b) Soit T;, = \\ € Zu(R). Vi, 4, (T)ij = 1si|j—i| =1,0

sinon.

s
2 cos e

Alors T,, = PD!Pou P = (sin é{i-ﬂl)lgi,j<

<

netDz

nim
2 cos i

sin x
En effet, "z, Yk € N, sin((k + 1)z) + sin((k — 1)) = 2cos z sin(ka) sin(n + 1)z. En pariculier si v = ( . ), alors

sin(’nz)
Tpv = 2coszv si sin((n 4+ 1)z) = 0. On trouve ainsi n vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes.
Remarque. Si Ty, € Q[X] est le polynéme de degré n tel que Vt, sin((n + 1)t) = sin ¢tT,, (cos t), alors XTp, (X)=Tn (%)
Ezercices.

1. Si X # p, alors ker(A — \) L ker(A — p).

2. Montrer que la matrice symétrique G _Zl> n’est pas diagonalisable sur C.
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Méthode pour diagonaliser une matrice symétrique dans une base orthonormée

Soit A € 8,(R).
— On cherche les valeurs propres distinctes de A : Ay, ..., A,
— Pour tout i, on cherche une base orthonormée de ker A — \;I,, notée B
(quitte a orthonormaliser une base quelconque).

— Alors la base B = U;B; est une base orthonormée de vecteurs propres de
A.

IV.2 Signature.

Définition. Soit A € .7,(R). Soient Ay, ..., A, les valeurs propres de A. On
note sign(A) = (p, q) la signature de A ou

p=H{l<i<n:\ >0}

g=1{1<i<n: \ <0};

c’est la signature de A.

Exercices.
1) p+q=rang(A).

710 110 01
2) sign (01> — (2,0), sign (00) ~ (1,0), 51gn(10> ~(1,1) .
Théoréme. Soietn A, B € §,,(R). Alors

sign(A) = sign(B) < 3 P € GL,(R), A = PB'P.

Nous le démontrerons plus tard ...

IV.3 Min-max.

Théoréme. Soit A € .7, (R). Soient A\; < ... < A, les valeurs propres de A.
Alors

A, = min max‘zAr = max min ‘zAx .
F<Mp1(R) =z€F F<Mpi(R)  a€F
dim F=k ||z||=1 dim F=n—k+1 ||z||=1

Démo. Soit (eq, ..., e,) une base orthonormée (pour le produit scalaire usuel)
de vecteurs propres associés aux valeurs propres Ay, ..., A,.
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Soit Fy = Vect{ey, ...,ex} < R™ Comme dim F}, = k, on a bien

min  max ‘zAr < max ‘zAz.
F< A1 (R) zEF zeF)
dim F=k |lz||=1 [lz||=1

Orsixz =x1e1 + ... + e, € F), est de norme 1, alors

brAr = Mot + o+ Nk < M2 L T) = A

Donc
min  max 'z Az < max ‘v Axr < \i.
F<Mp (R) «€F zEF
dim F=k |lz||=1 [lz|]=1

D’un autre coté, si dim F' = k, alors F' n Vect{ey, ...,e,} # 0 donc il existe

T = zRe; + ... + xpe, € F de norme 1.

Alors
txAx = )\kxi + ...+ )\na:i > /\k(xi + ...+ xi) = )\kaHz = \p.
Donc
max teAx = N\
llz||=1
et donc

min  max ‘z Az = A\
F<ly(R) x€F
dim F=k ||z||=1

De méme pour 'autre égalité.

Exercices.

1) Avec les notations du théoréme, vérifier que si A, B € .7, (R), alors A\;(A) +
M(B) < M(A+ B) < \(A+ B) < \(A) + \u(B).

2) Démontrer le critere de Sylvester avec les mineurs principauz a 'aide du théo-
reme ci-dessus.

IV.4 Adjoint d’un endomorphisme

Théoréme de Riesz. Soit F un espace euclidien. "\ € E*, 31z, € B, \ =
<.I')\, >

T. car dim(F n Vect{eg, ..., en}) = dim F + dim Vect{e, ..., e, } — dim(F + Vect{e, ...,en}) =
k+n—k+1-n=1
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Démo. Lapplication linéaire ® : E — E* x — {(x,-) est injective donc un
isomorphisme car dim £ = dim E*.

Définitions. Soit £ un espace euclidien. Si f € Z(FE), il existe un unique
f*e Z(F) tel que :

Yr,ye B, (f(x),y) = {x, f*(y)) -
On dit que f est autoadjoint si f* = f, orthogonal si f* = f~', normal si
fre=rr
Démo de existence et ['unicité de f*.
Uniciteé.
Si hy, he € L(E) vérifient
e,y e B, (f(x),y) = {x, h(y)) = {x, ha(y)),
alors
Yx,y € B, {x,h(y) — ha(y)) = 0.
Siy € E est fixé, en prenant x = hy(y) — ha(y), on a :

(ha(y) = ha(y) ha(y) = ha(y)) = [Iha(y) = ha(y)l]* = 0
= hi(y) = ha(y).
Existence.
Posons f* = ®1olfod ou ' f est 'application linéaire E* — E*, A+ Xo f.
Onadof* = fod e ye B &(f*(y)) = f(®(y) = d(y) o . Done

e E,Yre E, o(f*(y)(x) = ®(y)(f(x) < {[*(y), x) = {y, f(x))
et (-,-) est symétrique ...
Fin du cours du 6 mars

Ezxercices.

a) Si 2 est une base orthonormée de F, alors [f*]|% = [f]».

b) Montrer que lopérateur P — (1 — X?)P" — X P’ est autoadjoint dans R[X]<n
pour le produit scalaire (P, Q) = § P(cost)Q(cost)dt = S . \/7 2 . 1
Propriétés. f** = f, (f+Xg)* = f*+Ag*, (fg)* = g* f*, Trf* =Trf, détf* =

détf, ker f* = Im f+, ker f+ = Im f**

t. Par ipp, vérifier que So (1 — cos?t)P"(cost) — costP'(cost)Q(cost)dt =
— {§ sin® tP(cos t)Q' (cos t)dt = So (1 — cos?t)Q" (cost) — costQ'(cost))P(cost)dt.
ftoekefe flr)=0s"ye B {f(x),y) =0= "ye Bz, f*(y) = 0< xe (Imf*
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IV.5 Reéduction des endomorphismes normaux

Théoréme. Soit A € #,(R) telle que ‘AA = A'A. Alors il existe O € O,(R)
telle que
A=0D'O=0D0O"!
ot D est de la forme

T

(Oél —51>
B aq
(ozs —&)
Bs as

ou z;, a;,€ R, B € R\ {0} et 1, ..z, 0q £if, ..., a5 £ 05 sont les valeurs propres
de A.

Démo.

Lemme. Il existe un sous-espace F' < .#,1(R) de dimension 1 ou 2 stable par
A.

Cas particuliers. A symétrique : s = 0; antisymétrique : \; = ... = A\, =
0, a1 = ... = a5, = 0; orthogonale : A1, ..., \, = +1, a; = cos¥;, §5; = sinb);.

fin du cours du 13 mars

Donc ker f = (Im f*)* < ker f+ = I'm f*.
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Exercices.
1) Si F < E est stable par f € £(FE), alors F* est stable par f*.

2) Soit A € #,(R) une matrice avec une valeur propre A € C. Montrer que si
A est symétrique, alors A € R, si A est antisymétrique, alors A € iR, si A est
orthogonale, alors [A\| = 1.

3) Montrer qu'une matrice normale est diagonalisable sur C.
4) Déduire du théoréme que exp : ,(R) — SO, (R) est surjective.

5) Une matrice antisymétrique réelle est de rang pair.

IV.6 Décomposition polaire

Théoréme. Soit A € GL,(R). Alors il existe une unique O € O,(R), une
unique S € . (R) telles que A = OS.

Démo. Unicité. Si x € V) = ker(*AA — \I,,), alors Sz = vz car S(Vy) € Vy,
S|y, est diagonalisable, (S|y, )? = Ald|y, et les valeurs propres de S sont > 0.

Or R" = @, Vi.

Eristence. Soit S comme ci-dessus. Alors S? = fAA et AS™! € O,(R) car

HAS™HAS™ = STHAAS™ = 571825 =1, .
Remarque. La matrice S est un polynoéme en la matrice tAA!
Ezercices.
1) Si Ae #,(R), montrer l'existence.
2) Déduire du théoréme que si A € GL,(R), alors A = O; D05 ou Oy, 0 € O,(R)

et D diagonale & coefficients diagonaux > 0 7.

3) SiA= <gfl> € GLy(RR), alors la décomposition polaire de A est donnée par

la formule suivante.

A=0S8
avec
<a +db— c)
ArComt) _ \c=batd) g4,
dét(A+Com(A)) a+d)2+(b—c)? ’
0-4V \/<(a—db+c € Ox(R)
A—Com(A) B b+cd—a> .
\/—dét(A—Com(4))  y/(a—d)2+(b+c)? si détA < 0

f. Solution. Si A = OS, soit P € O,,(R) telle que S = PD'P. Aloors A= OP D _'P .
o o
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et S ='0Ae % (R).

V Congruences

V.1 Formes quadratiques

Définition. Une forme quadratique sur R"™ est une application ¢ : R™ — R de

la forme
v

T1, . Ty € R, q(21, .., 70) = Z ¢ijTi%j
1<i<j<n
pour certains ¢;; € IR.
Ezemples.
— q(@1, o) = a3 + 23, q(z1, x2) = 2§ — 23, g1, 22) = T125.
— q(z) = l(z)? si ] : R® — R linéaire.
— q(z) ='rArsiz e R", A€ 8,(R).
Théoréme. Loi d’inertie de Syvester.
Soit ¢ : R™ — R une forme quadratique, alors

i) Ilexiste une base (eq, ...e,) de R" et des a; € R, 1 < i < n, telsque "y, ..., 2, €
R, q(wier + ... + Tpen) = @122 + ... + a, 2.

ii) Il existe une base (ey,...e,) de R et 7,s € N telsque r+s <net "zy,...,z, €

_ .2 2 _ 2 2
R, q(zier + ...+ xpe,) =27+ o a) —xh — o — T

ili) De plus les nombres r = {1 <i<n : a; >0} et s=[{1<i<n:aq >0}
ne dépendent que de q.

fin du cours du 20 mars
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Démo.ii) r = max{dim F : F < R" et ¢|r est définie positive}, s = max{dim F :
F < R" et g|r est définie négative} T.

En effet, si F' = Vect{ey,...,e,}, alors g|r est définie positive. Si d’un autre
coté, ' < R™ est un sous-espace tel que ¢|r est définie positive, alors F' n
Vect{e,i1,...,en} = 0 car 'z = T,1€,41 + .o + Ty, q(x) = =22, — .22, < 0.
Donc dim(F' + Vect{e,11,...,e,}) =dimF +n—r <n=dimF <r.

Méthode de Gauss

Si g = q(x1, ..., z,), on montre par récurrence sur n > 1 qu'il existe (Iy,...,1,)

une base de (R™)* telle que ¢ = a11? + ... + a,/? pour certains ay, ..., a, € R.
1. Sia#0,
LQ

L
2 2
a + L ey Iy —l—(;? el ) = a + — —|—(;) -
X1 T (1’2, , L ) 1(332 T ) (.’131 9 ) 1

l1

et on applique 'hypothése de récurrence a Q1 — i—; qui est une forme qua-
dratique en xo, ..., T,.

2. Sia#0,
ax1x2+:c1L1(:c3, ...)+£IZ’2L2(ZE3, )—f—Q(.I'g, ) = (1,(.%'1+L2)(ZC2+L1)+Q—CLL1L2

= %(%1 + X9 + L1 + Lg)Z — %(g}l — X9 + L1 — LE)Q + Q — aL1L2

~
l1 l2

et on applique ’hypothése de récurrence & () — alLiL, qui est une forme
quadratique en s, ..., x,

2, .2, .2 4232 | 3 2.
Ezxemples. 17+ x5+ 15— 1120 — 0103 — Taxg = (11 — 255 )  + 5 (12— 23)% ; 1122+
1 2 1 2 .2
1173 + Tow3 = (21 + Ty + 223)7 — (11 — 22)° — 73,
i) Siq=al?+...+a,l?, soient ey, ...e,, € R™ tels que "1 < 4,5 < n, li(e;) = 6,

Alors on a " = 1€y + ... + Tpen, ¢(T) = 122 + ... + a, 33,

Supposons ai, ....,a, > 0 et apq1,...0,45 < 0 et 'r +s5 <i <n,a = 0. Alors
q(ty L+t zf,\j—;7 + tM\/% + .o+ t,.+s\/%  trysi1€rasi1 oo pey) =
i T e T i

. On dit que ¢|r est positivesi Yz € F, g(x) = 0, q|r est définie positivesi Y0 # z € F, q(z) >
0, g|F est négative si "x € F, q(z) <0, q|r est définie négative si Y0 # x € F, q(x) <0

1. Soit A = (a;5) € M,(R) telle que Vi, li(z) = anxy + ... + appa,. Alors A est inversible
car les fortimes minéaires I; sont linéairement indépendantes. Soit C = A™! = (¢;;). Si V3, e :=
t(Clj, ...,an), alors li(ej) = ZZ=1 QikCkj = (In)ij = 6ij-
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V.2 Les matrices symétriques réelles

V.2.1 Formule de changement de bases

Si Ae 8,(R), on pose "z € R", qa(x) = ‘zAx. C’est une forme quadratique et

T

Y = ( : ) e R", qa(w) = 20, Aux] + 230 e, Aiji;.
Tn

Remarque. Si ¢ : R" — R est une forme quadratique, alors R" x R" —

R, (z,y) — 3(q(z +y) — q(z) — q(y)) est bilinéaire symétrique et Yz € R, ¢(z) =
By(z,z). Si ¢ : R® — R est une forme quadratique, si B = (ey, ..., e,) est une
base de R™, on pose [q|s := [Byls = (Byles, €j))i<ijen = (5(qle; + €;) — qle;) —
q(¢;)))1<ij<n-

Remarque. Si f(x1,...,x,) = q(x1€1 + ... + T4e,), alors [¢]p = <;a§ixjf>1<i,j<n.

Ezercice. Soit A = [q]s. Alors v = x1€; + ... + 26, € R, q(v) = wAx ou

T
x=<;>e]R”.
Tn

Proposition. Soit ¢ : R™ — R UNE forme quadratique. Soient B, B’ DEUX
bases de R". Soit P = Pg g la matrice de passage’. Alors A’ = 'PAP.

V.2.2 Théoréme de Sylvester

Théoréme. Version matricielle de la loi d’inertie. Soit A € .7,(R). 1l existe
p,q € N tels que p + ¢ < n et une matrice P € GL,(R) telle que ‘PAP =

Iy
0]=1, |. De plus
0
p= max {dim F'}, ¢ = max {dim F}, p+q=rgA .
vO;aéacEI*:, tx Az>0 VO#&CEI‘:,txAIL‘<0
Ezxemples.
—110
a) Soit A= 101].
010

Pour tout @ = (71, 29, v3) € R?,
qa(w1, 1ow3) = —27 + 22179 + 20973

= —([El — :L'Q)Q + ZL‘; + 21’2[E3
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= (21 — 29)* + (20 + 23)* — a:§

Soient l; = x1 — xo, Iy = T9 + 13, I3 = 3.

1—-10\ ! 11-1
soitP=[011 =1 01—1]T et on trouve
001 00 1

—10 0
tPAP=1| 010 |.%
00-1

010
b) Soit A = <é—11 %) Pour tout = (11,29, 23) € R3,

qa(T1, Tox3) = —25 + 27179 + 20973 + T3

= —25 + 2z (21 + 3) + q:g
= —(x9 — (z1 + x;;))Q + (z1 + :1:3)2 + :v§

Soient ll = —21 + Ty — T3, lg =1 + I3, 13 = T3.

~11-1\"" 01—1
soit P = 101 =110 et on trouve
001 00 1

—10 0
tPAP= 010 |].8
00-1

V.2.3 Pseudo-réduction simultanée des matrices symétriques

Théoréme. Soient A, B € .7,(R). Si A est définie positive, alors il existe
P e GL,(R) et D diagonale telles que

‘PAP =1, '"PBP =D .

Démo. Soit Q telle que '‘QAQ = I,,. La matrice '‘QB( est encore symétrique.
Donc il existe O € O,,(R) telle que 'O'QBQO est diagonale. La matrice P = QO

convient.

1. Les lignes de la matrice dont P est I'inverse sont les coefficients des formes linéaires 1, I3, 3.

1. Ici la recherche des wvaleurs propres de A n’est pas facile : on trouverait
2 cos 27”, 2 cos 47”, 2 cos 67”
§. Ici la recherche des wvaleurs propres de A n’est pas facile : on trouverait

27 47 81
2cos 5, 2c08 75, 208 55
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Ezemple. Soient Aq, ..., A, les racines de dét(B — AA) = 0. Soit (vy, ..., v,) une
base de R™ orthonormée pour (z,y)a := ‘zAy telle que Vi, Bv; = \;Av;. Alors
P = (vy|...|v,) convient.

Exercice. Si A = <_21 _21> , B = ((1)(1)), trouver P, D.

) (3

V.3 Les matrices symétriques complexes

Réponse. P = <

Sk
Sk

S‘
o
wi~o

) conviennent.

Théoréme. Soit A € #,(C) telle que A = A. Alors il existe P € GL,(C)

telle que
'PAP - (%19)

de plus, r = rangA.

Démo. Soit q(x) = 'z Ax pour tout x € C". C’est une forme quadratique sur
C™T Comme dans le cas réel, il existe une base (I, ...,1,) de (C*)*, a4, ...,a, € C,
tels que dans cette base, la forme quadratique ¢ vérifie : ¢ = a1l + ... + a,l2.
Supposons ay,...,a, # 0 et a,.1 = ... = a, = 0. Pour tout 1 < ¢ < r, soit
a; € C tel que o = a;. Alors q = (a1ly)? + ... + (a,.l,)?. On pose A\; = ayly, ..., A\, =
Qplyy A1 = lpy1y ooy Ay = I, La famille (Aq, ..., \,,) est une base de C". Il suffit alors
de trouver une base (vy, ...,v,) de C" telle que "i, j, \;(v;) = &;;. Alors "y, ..., 1, €
R, q(tivy + ... + t,v,) =2 + ...+ 12. Si P = (v1]...]v,), c’est la matrice de passage
de la base canonique dans la base (vy, ..., v,). Alors "PAP = <%—8>

Fin du cours du 27 mars

f. c-a-d un polynome de degré 2 avec seulement des monémes z;z;, 1 <7 < j < n.
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V.4 Les formes bilinéaires antisymétriques

Définition. Soit E un K —espace vectoriel. On dit que ¢ : £ x EE — R est une
forme bilinéaire antisymétrique si "z,y € E, o(z,y) = —¢(y, ).

Si K est de caractéristique # 2, alors "z € E, p(x,z) = 0.

Soit B = (eq, ..., €,) une base de E. On note [¢|s = (¢(e;, €;))1<ij<n la matrice
de ¢ dans la base B.

Remarque. Si A = [¢]s, si x = x1€1+ ... + Tpen, Yy = y1€1+ ... + Yne, € E, alors
o(x,y) ="vAy ou x ="(z1, ..., 20), ¥y = (Y1, e, Yn)-

Formule de changement de bases.

Soient B, B’ deux bases de E. Soit P = Ppg. Soient A = [p]s, A’ = [¢]s.
Alors

A" =TPAP.

Ezemple. Soit o((x1,22), (y1,42)) = ’i; Z;‘ = 21y —Tay1- Soit B = ((1,0),(0,1)), B" =
((1,-1),(1,1)). Alors dans ce cas, P = (_11 %), A= (_01(1)>, A = (_02(2))
V.4.1 le rang

Soit K = Q, R, C ou Z/pZ, p premier.
Théoréme. Soit A € o7,(K). Alors il existe P € GL,(K) telle que

(510)

'PAP = ( 0 1)

avec r blocs (_O

—_

(1)> ou 2r = rgA.
2.0n a

men (59 (58 (89) - (48)

Sin>2etsi A#0,il existe des vecteurs vy, v, € K™ tels que ‘v; Avy # 0. On

Démo. Sin

peut supposer que ‘v Av, = 1. Comme A est antisymétrique, Yi = 1,2, ‘v;Av; = 0
donc vy, ve sont indépendants et F' = Vect{vy,vs} est de dimension 2. Posons
L:K"— K% v~ ("wAvy,'wAv,). C'est une application linéaire, surjective car
L(v1) = (0,1), L(vy) = (—1,0). Donc dimker L = n — 2. Comme ker L n F' = 0
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(car Vti,ty € K, L(tyv; + tovg) = (—ta,t) = 0=t =ty = 0), F@ker L = K"
Soit (v, ..., v,) une base de ker L.

Soit Py = (vy|va|vs|...|v,) € GL,(K) la matrice de passage de la base canonique
dans la base (vy,...,v,). On a :

01
'PLAP; = ("0;Av))1<ijen = (—10 )
1

ou A1 € %_Q(K)
On peut donc raisonner par récurrence ...
(“10)
—10
Ezemple. ' P (10—%) P =
n 01
—10

ou P = (52',23'71 + 5i,2(j—n))1<i,j<2n € OQn(R)-

V.4.2 Pfaffien

Définition. Soit A € 2%, (K) une matrice antisymétrique. Si A est inversible,
il existe P € GLy,(K) telle que

'PAP = J = (Z)

et on pose Pf(A) = dét(P~'). Sinon, on pose Pf(A) = 0.
Proposition. C’est bien défini!
Démo. Nous le montrerons dans le cas réel seulement. Voir plus loin.
Ezercices.
1) (PfA)?=détA.
0 a;p a3 ay
2) Pf —a1a 0 ags ax

—a13—az 0 ag
—a14 —Q24 —A34

= (12034 — Q13024 + A23034.

0 Q12 Q13 Q14 10 % Z%
Indication. Siayy # 0, soient A = | — %12 0 azs ax P = Ol_ii a1
PRz | —aiz—ax 0 az |7 T oo 10 0
—Q14 —A24 —a34 0 00 O 1
Vérifier que
0 a19 00
t - —ai12 0 00
0 0 —=0

N __ a13az4 a23014
ou * = a34 a1 + o

3) "PeGL,(R), "Ae #,(R), Pf(!PAP) = détP Pf A.

39 / 56



L2 — Algebre 4 2025-2026

V.4.3 Le groupe symplectique Sp,,,(IR) Pas fait en cours ...

Soit J = (%) € GLon(R).

Définition. Sp,,(R) = {A € 4, (R) : PAJA = J}.

Théoréme. Sp,, (R) est un sous-groupe de GL,(R) et Vg € Sp,, (R), détg = 1.

Démo. On vérifie que Sp,,,(R) est un sous-groupe de GLy,(R) stable par *- et
que g € Spy,(R) = détg? = 1 = détg = +1. Soit g € Sp,,(R) N Oq,(R). Alors

_ (A|B
NG
pour certaines A, B,C, D € .,(R) et

tgJg=J = Jg=g9g] = A=D,B=-C .

1 .

() () () - (455t

— détg = )_443%3[‘ — |dét(A +iB)[> > 0 = détg = 1 .
On applique la décomposition polaire & g € Sp,,(R) quelconque : g = OS
ou O € 09,(R), S € S (R). En particulier, S = 1/fgg. Soit B = ‘gg. Soit
P(X) tel que Y\ valeur propre de tgg, P(\) = VA, P(\7!) = \%\ Alors P(B) =

VB, P(B™Y) =vB .
Comme B € Sp,, (R), JB = 'B~*J. Donc

"neN, JB" = (‘B)"J

= JP(B) = P("B™)J
—1
= JVB=vB J
= O € Sp,,(R)
= dét0 =1
. Autre méthode. S € Spy,, < SJS =J < —JSJ =S"1 < —JS71J=5.0r, —JS71J est
symétrique définie positive (ses valeurs propres sont les inverses de celles de S) et (—JS~1.J)% =

—J(S™1)2J = —J(8*)7'J = —JB~'J = B car B € Sp,,,. Donc —JS~'J = S = /B, I'unique
racine carrée définie positive de B.

40 / 56



L2 — Algebre 4 2025-2026

car O orthogonale
= détg = détOdétS = détS > 0

car S est symétrique définie positive

= détg =1

FEzercices.

1) Spy(R) = SLa(R).

2) Si Ae GL,(R), alors (AO ?4) e Span(R).

3) SiBe.#,(R), alors (%) € Span(R).
4) Soient A, B € #,(R). Alors (%) € O9,(R) N Span(R) & A+iBe U,

. On note U,, = {M € #,(C) : 'MM = I,}.
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V.5 Noyau et rang d’une forme bilinéaire

Définitions. Soit F un R—espace vectoriel. Soit ¢ € Bilg(F) u Bils(E).

— Le noyau de p est kero ={x e E : "ye E, p(x,y) = 0}.

— Le rang de ¢, noté rgy, est la dimension de 'image de ’application linéaire

Yo : E— E* x— p(x,-) 1.

— On dit que ¢ est non dégénérée si ker p = 0 (pas fait en cours ...).

Remarque. Si E est un R—espace vectoriel de dimension n et de base %4, si on
note #* la base duale de E*, alors [¢]|z = [V,]2,2% € #,(R).

Théoréme du rang pour les formes bilinéaires symétriques et antisy-
métriques. Soit £ un R—espace vectoriel de dimension n. Soit ¢ € Bilg(E) u
Bila(E). Alors :

n = dimker ¢ + 1gyp .

VI Géométrie affine

VI.1 Sous-espaces affines de IR"

Définition. On dit que F < R" est un sous-espace affine si F = ¢J ou F =
r+F={x+u: ue F} pour un certain z € F et un F' < R".

Remarque. Dans ce cas, F est unique et F' = {1 — x5 : 21,29 € F}. On notera
F:=Fet dimT = dim 7.

Un sous-espace affine non vide de dimension 0 est un point. Un sous-espace
affine de dimension 1 est une droite.

Ezercices.

1) Un sous-ensemble F € R™ est un sous-espace affine & "N\ e R, "z,y € F, Az +
(I1-Nyed.

2) Une intersection quelconque et une somme finie de sous-espaces affines sont

encore aflines.

Fin du cours du 3//

1. On note E* = Z(E,R).
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FEzercices (suite)

3) Trouver 'équation de la droite qui passe par les points A = (z4,ya), B =
(rp,yp) du plan affine R

4) Trouver les équations de la droite qui passe par les points A = (24, Y4, 24), B =
(B, ys, zB) de I'espace affine R3.

Remarquer que le systeme

{

5) Soient d; = (ax + by + ¢; = 0), i = 1,2,3 trois droites du plan affine R?
a1 a9 as
by b b3

C1 C C3

Y —ya)(2p — 24) — (2 — 2a)(yp —ya) =0
z—za)(xtp —xa) — (x —xa)(2p —24) =0
T —24) (Y —ya) — (Y —ya)(xp —14)=0

est de rang 2.

=0«

avec "i = 1,2,3, a;, b, ¢; € R, (a;,b;) # (0,0). Montrer que

dy, ds, d3 sont concourantes ou d;//dy//ds.
Définition. On dira qu'une application f : R™ — R" est affine s’il existe
zoeR™et T € Z(R™,R"™), tels que :
Yz e R™, T(x) = T(xo) + T (& — o).

Dans ce cas T est unique, c’est la partie linéaire de T'.

Exercice. L’application T est affine & "N e R, "z,ye R™, T(Az + (1 - \)y) =
MN(2)+(1-NT(y) = "0<A<1'z,ye R, T(Ax + (1 = Ny) = A\T(x) + (1 —
NT (y).

Indications. Si A > 1, alors 0 < % <1let

1 1
T = X()\x +(1=Ny) + (1 - X)y
Si)\<0,alor50<ﬁ<1et
= O+ (= Ny) (- )
YT Y -\

VI.2 Espaces affines

Définition. Un espace affine réel est un ensemble & avec une action simplement

transitive d’'un R—espace vectoriel F c-a-d une application
Ex&—&

telle que
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i) Yze& z+0
(ii) "2e&,"W, T ek z+W)+ VT =a+ (W +7).

(iii) "z,ye & IWeE, 2+ =y.

x.

La dimension de € est dim & = dim F.

Notation. Si z + @ = y, on note T3 := @. On note parfois £ = €.

Relation de Chasles. "z,y,z € &, 7 + y2 = 72.

Exemple. € = R™ avec € = R" et I'addition usuelle.

Définition équivalente. Un ensemble & est un R—espace affine s’il existe un
R—espace vectoriel E et une application

ExE—FE, (r,y) — Ty
telle que :
Vee& "W eFE, Ilye&, T =0 et z,y,2€ &, TY + Y2 = T3.

Définition. Sous-espaces affines. Soit €& un R—espace affine. Un sous-ensemble
F < € est un sous-espace affine si F # Foudxr e F F < ?,3’“ =z + F.
(< {ab : a,be F} é?)

Sous-espaces engendrés. Soit J # X < &. Soit 25 € X. On note Aff(X) =
xo + Vect{ZoZ : x € X}. C'est le plus petit sous-espace affine de € contenant X.
Et c’est indépendant du choix de zg € X.

Barycentres.

Six,y e &, espace affine, alors si A € R, application

& — & M— M+ Mz + (1 -\ My
est constante. On note P = Az + (1 — \)y € & le point tel que :
"Me& M+ Mz + (1 —\)My=P.
En effet, si M, N € &, alors :
ANZ + (1= ANy = ANM + \Mz + (1 — ANM + (1 — )My
— NM + AMz + (1— \)My

donc :
N+ ANz +(1=MNNy=N+NM + \Mz + (1 -\ My

— M + AMz + (1 — \)My.
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V1.3 Transformations affines

- . .,
Soit € un espace affine réel. On notera € le R—espace vectoriel associé.

Proposition-définition. Soit 7' : & — & une application. Sont équivalentes :

(i) Mexiste Ac&et T € Zr(€) tels que
"Meé& T(M)=T(A) + T(AM) .

(ii) M existe T € .,%R(?) telle que

-

"M,N e & T(M)T(N) =T (MN) .

Si I'une de ces conditions est vérifiée, on dit que T est une transformation
affine.
Ezemples. Les translations t- : x ~— x + W, les homothéties hay @ 7 —

A+ )\A_)x, A€ &, X\ e R sont des applications affines et 1%: =1 d?’ respectivement,

hax = d—.
Propriétés.

a) SiS,T sont des transformations affines, alors S o T aussi et SoT = ST.

b) Si T est une transformation affine bijective, alors sa réciproque T~ aussi.

c) YT transformation affine, YO € &, 37w € €, 31T transformation affine,

T"0)=0etT =ty ol

Définition. Le groupe affine de &, noté GA(E), est le groupe des bijections
affines € — €.

Ezercice. Vérifier que GA(R) = {z — azx +b : a € R* be R}.

Fin du cours du 10 avril
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Définitions.Affinement indépendants. On dit que Aq,..., Ay € & sont

R—affinement indépendants si les vecteurs AjA,, ..., AyAy sont R—linéairement
indépendants.

Repére. Un repére de € est la donnée d’un point O € € et d'une base (3, ..., U,)
de €.

Remarque. Dans ce cas, "r € &, 3(xy,...,2,) € R, . = O+ 2171 + +... + 2,,0y,.

Ezercice. A 'aide de la relation de Chasles, montrer que A; A, ..., A; Ay sont
R —linéairement indépendants < "i, A;A;, 1 < j # i < N sont aussi R—linéairement
indépendants.

V1.4 Isométries affines

Soit € un espace affine euclidien, c-a-d € est une espace euclidien.
Théoréme. Soit T': € — &£ une application telle que

"M,Ne€&, |[TMT(N)|| = [[MN]| .

Alors T est une transformation affine bijective.

On dit que T est une isométrie affine.

Démo. 1 suffit de démontrer que T est affine car alors T € O(&) est inversible
et donc T est bijective (ezxo).

Supposons que & = R" avec le produit scalaire usuel. On a "z,y € R", ||T(x) —

T = llz—yll-
Soient z,y € R", 0 < A < 1. Soit z = Az + (1 — \)y.
Alors

|z =zl = (A= Nllz =yl = [[T(z) = T(@)[| = A = M|T(x) = T(y)l|

|z =yll = Mz =yl = [|IT(2) = TW)[| = AT (z) = T(y)]|
= [|T(z) = TW)|| = [|[T(z) = T)|| + [|T(z) = T(y)]]
=35>0,T(2)—T(y) =s(T(x) —T(2)) .
Mais alors
T(z) = sT(z)+(1=95)T(y) = [|[T(2) =T (y)|| = s|[T(x) =T (y)|| = M[T(z) - T(y)||

= 5=\
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d'oa T'(z) = AXT'(x) + (1 — \)T'(y) Q.e.d.

Définition. Un déplacement est une isométrie f tel que dét? = 1; un antidé-

placement est une isométrie f tel que dét? =—1.

V1.5 Isométries affines de IR?

a)
b)

Ezemples.

Les translations.

Y2
() B o (1) = (n6 et ) (52) + (5 1 Medeo) (32)-

La symétrie orthogonale par rapport a la droite A,y = R? qui passe par

La rotation de centre y = <y1> et d’angle 0 € R :

y = <g§> et qui fait un angle g avec I’axe des abscisses :

M, S, o(M) = M’ tel que A, 4 est la médiatrice de [M, M']T.
C-a-d :
v (X1 2 x1\ _ [cosf sind 1 1—cosf) —sinf ) <y1>
(:@) €R%, Sy (932) - (sin9—0050> (962) + ( —sinf 1+cosf) \y2/)"
Théoréme. Soit f : R? — R? une isométrie ALORS
— [ est une translation : f = t- pour un vecteur U € R2%;
— ou f est une rotation : f = 744 pour un point A € R? et un angle # € R;
— ou f est une réflexion glissée : f = t-; o sa pour une droite affine A < R?
et un vecteur @ € A.
Ezercice. Trouver le centre de la rotation
3 3
T V3 \2[30 - % + 1)

- =2 = 2oy 4+ 1,
(z,y) (2 5 Y

Lemme.
Soit f : & — & une isométrie d'un espace affine euclidien.

Alors il existe un unique o € ker(? —1) et une unique isométrie affine g : & —

& avec un point fixe tels que :

f:%og.

boca-d A={zeR? : ||Mz|| = || M'z||}
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Démo. Unicité. ker(f — 1)@+ Im(f —1) = E . Si

t t
f=Zcg9g="%0h

S _ _
avec ¢, h isométries affines avec points fixes : O et O, avec W, T € ker f — 1,
alors :

- —

O+ =0+ FOO)+T = 7—T = (1- )(00) = @~ eker(f —1)nIm(F—1) = 0

= =T =¢g=h.

Existence. Supposons & = R". Alors d’aprés le lemme, pour un certain u; €
ker(f —1) et unye R, f(z) = f(0) + f(x) =ui + (1= F)y) + [ (x).
Alors Yz € R™, f(z) =u; +y + 7(1: —1).
—_—
=:g(z)
Isométrie affine T : R? — R? Points fixes de T'
Identité R?
Translation t ot W # 0
Rotation de centre A et d’angle 6 € R\ 277
Symétrie orthogonale s ou A € R?T
Symétrie glissée t- 0 55 ol 0 #weA

En résumé :

Q (B>

VI.6 Isométries affines de R?

Non fait en cours Exemples.

a) La rotation RA?Q(M) = A+ R?G(m) d’angle 0 et daxe A + Rk ot

%] =1,6€eR, AcR3.1.
b) La réflexion orthogonale de plan P = R? définie par rp(M) = M’ ou P est le
plan médiateur de [M M']3

Théoréme. Soit f : R® — R? une isométrie. ALORS
— f est une translation : f =t pour un U € R?;
— ou f est un vissage : f = t oRA—> ot A € R3, H?H = 1,0 € R,

N k.o
weREK;

. En effet, si @ € & est tel que 7(?):?, si ¥ e &, alors <T’,7(7) -7 =

F@,T@ -7 =F @), T@) - @7 = (T, %)~ (T, F) = 0. Donc ker( f —
D)+ Im(f —1) =ker(f —1)@* Im(f —1) et par le théoréme du rang, dim = ker(f — 1) @+
Im(f —1)=dimé&.

1. et "T e R?, T%)E» 0(7’) = cosOT +sinfk AT+ (1—cosb)(k -T)E.

§. c-a-dP={xeR5 : ||Maz| = ||Mz|]}.
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— ou f est une antirotation f = Sp o R ou Sy est une réflexion orthogonale
par rapport au plan P, R est une rotation d’axe D avec D 1P ;
— ou f est une réflexion glissée : f =t oSy o Sp est une réflexion ortho-
gonale par rapport au plan P avec W € P
Corollaire. Un déplacement de R? avec un point fixe est une rotation. (Euler)
Ezemple. Soit f(x,y,z) = (—y + L,x + 1,z + 1). Alors f est un vissage :
f=tgoR,g «avec A= (0,1,0).

s
T2

VII Coniques

VII.1  Définitions

On appelle conique un sous-ensemble de R? de la forme :
Cr = {(z,y) e R* : F(x,y) =0}

oit F(x,y) = ax® + bxy + cy* +dx+ey+ f pour certaines constantes a, b, ¢, d, e, f €

qr(z,y)

R ou (a,b,c) # (0,0,0).
Ezxemples : les cercles, les ellipses, les hyperboles, les paraboles.
On définit [’homogénisé de F' par :

1
Hp(z,y,2) i= ax® + bry + ¢y + dxz + eyz + f2° = 2°F ((x, y)>
z

Si une conique € peut étre définie par une fonction F' = az? + bxy + cy? + dx +

ey + f telle que la matrice

bd
@33
e
de?
33/
est inversible, alors on dit que % est une conique non dégénérée.
ays
Remarque. La matrice % c ¢ | est la matrice de la forme quadratique Hr dans
de
25/

la base canonique.
Ezemple. La conique d’équation 22 —y = 0 dans R? est non dégénérée car si
on pose F(x,y) := 22 —y, alors Hp(x,y,2) = 2% — yz et la matrice associée est
10 0
(0 0 ;) qui est inversible.

0—1 0
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1.2 -‘rl.rf fag @i 1 8] -

0.6 - _

FIGURE 2 — ellipse

Remarque. Une conique, méme non dégénérée, peut-étre vide : 22 + 92 +1 =0

n’a pas de solution dans R?.

VII.2 Forme réduite des coniques non dégénérées

Exemples de coniques non dégénérées

— Dellipse d’équation F(xy,xs) = a12? + asxs — 1 ol ay,as > 0,

— P’hyperbole déquation F(xy,xs) = ayx? — asxs — 1 olt ay,as > 0,

— la parabole déquation F(z1,zs) = a;x? — 25 ol a; > 0

sont des coniques non dégénérées (on a Hp(x1,Te,73) = a12? + agzri — x5 de
signature (2,1) dans le premier cas, Hp(z1, T2, T3) = a17% — agzri — x5 de signature

1,2) dans le deuxiéme cas et Hp(zq, T, 73) = a122 — 973, de signature (2,1
) ) s 43 1 3 ) )

dans le dernier cas). Nous allons voir qu’a changement de repére orthonormal prés

ce sont les seules.
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FIGURE 3 — hyperbole
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18} L9 .

1.2 1

0.6 .

2 .
a,xy =y =10

0.6 .

1.2 1

1.8 .

-1.8 -1.2 -0.6 0 0.6 1.2 18

FIGURE 4 — parabole
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Théoréme VII.1 Soit € une conique dans R? d’équation :

F(z,y) =ax® +bay +cy’* +dv +ey+ f=0 .

On suppose que la matrice est tnversible.

e O oo
ooy

vjanic Q

Alors

— ou bien € est vide.

— ou bien il existe © € R?, une base orthonormée uy,us de R? et aj,as > 0
tels que :

2 2
(I) 0+.’E1U1+.’L’2U2€Cg©(ﬂ) +<ﬁ) =1

— ou bien il existe il emiste & € R?, une base orthonormée ui,us de R? et
ai,as > 0 tels que :

2 2
(I1) 0+x1u1+x2u26%©(ﬂ) —<ﬁ> =1

ai Q2
— ou bien il existe il emiste & € R?, une base orthonormée ui,us de R? et
ai,as > 0 tels que :

(I11) o+ z1u; + 2oup € € <= a103 — 29 = 0.

On dit que les équations a droite du signe < sont les équations réduites de la
conique € .

FIN DU COURS

Ce qui suit n’a pas été fait en cours.
On dit que les droites Ru; et Ruy sont des directions principales de €. Ces
directions sont uniques si 4 n’est pas un cercle (i.e. a; # as), ce sont les droites
b
. a 5
propres de la matrice | , 2 |.
5 c
2
Dans les cas (I) et (I1), on dit que o est le centre de la conique et on appelle
les droites o + Ru; des (les (si ay # as) ) axes principaux de €.

Démeo.
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Posons qr(z,y) = ax® + bry + cy?, l(x,y) = dx + ey. Soit uy,us une base
b
orthonormale de vecteurs propres de la matrice @3

b associés aux valeurs propres
5 &
A Ao

On a alors : qp(z1u1 + T2us) = M2 + \ox3 pour tous z, 75 € R.
On a donc, pour tous x1,79 € R :

F(z1uy + mous) = M2 + Aoxs + U(x1ug + Touy) + f

= M2 + Aos + 1y + oo + f
avec o = l(u;).

Remarque. Si (o, U3, u3) est un repére du plan affine R?, si Fi(z1,22) := F(o+
U7 + x2U3), alors

€T1,T2,T3 € R? HF1 (I’l,fl’Q,Q?g) - HF(SUl(’lT{, 0) + .TQ(EQ),O) + ‘1;3(07 1)) .
Si A, A2 #0,0n a:

F($1U1 + ZEQUQ) = )\1(1’1 + &)2 + )\Q(CL'Q + &

2)\ 29
pour une certaine constante ¢’. Si on pose © :=

)2+C/
_o1 . Og .
oy U1 — gy, Uz, ON trouve :

F(o+ zyuy + zous) = F((z1 — o

&%)
Uy + (ro — ——)u
2/\1> 1 (@ 2)\2) 2)
= \z] + Aoas + ¢
si x1, 9 € R. En particulier, ¢ = F(o).

Or, si G(z1,22) := F(o + 21U + ous) = \a? + Xoz2 + ¢, on a :
He(z1, 29, 73) = M2t + \gws + 23

Comme He(xq, 22, 23) = Hp(x1(u1,0) + 22(us, 0) + 23(0, 1)), Hg est non dégé-
nérée et donc ¢ = F (o) # 0.

Donc :

O+ Ty + ToUs e‘ﬁ(:)\le—k)\gxngF(s) =0
— —A
= 24 222 =1 .
F(G)xl F(G)x2 (*)
Si E(—’E;), 1;(—’\02) > (0, on pose a; = E(i‘;). Si ;(g) > 0, 14:(>L\'}?) < 0, on pose a; 1= Ak
et ay = F>(%) > 0. Si 1;&;) < 0, I;&;) > 0, on échange u; et us et on est ramené

F(0)
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au cas précédent. Enfin si =24, =22 < 0, I’équation () n’a pas de solution donc
F(0)* F(5)

C =.
Remarque. Comment trouver o7
Réponse. Le point © est I'unique point de R? qui vérifie le systéme :

{aFw(e) 0
0F, (o) =0

En effet, d’apres la formule de Taylor, on a :

Flo+v) = ar(v)+ { (g?yggg) 0 ) +F (o)

pour tout vecteur v de R?. Donc le point & vérifie :

< (25?2;) , T1U1 + TolUo >: 0

pour tous z,u; + zaus € R? donc :

{an(o) 0
0F, (o) =0

De plus, on peut vérifier que ce systéme a une seule solution.
SiAi#0et Ay =0:
Soit (u1,ug) une base de vecteurs propres de la matrice (zlg) associés aux
valeurs propres Ay, 0.

Comme précédemment, on a :
2
F(xlul + SL’QUQ) — )\11’1 + a1x1 + g + f
pour certaines constantes réelles oy, ay. Comme \; # 0, on a :
aq

F(mlul + ZEQUQ) = )\1(1’1 + §)2 + Qoo + Cl
1

pour une certaine constante ¢’

I oq
On pose o' := o U1 et on trouve

G(x1,19) := F(0' + z1uy + 2oug) = \2] + anxy + ¢ .
Or, Hp est non dégénérée donc Hg aussi. Mais :
2 ’2
Heg(x1, 29, x3) = Mjx] + qoox3 + a3
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qui est une forme quadratique de matrice :

dans la base canonique de R?. Cette matrice doit étre inversible donc a # 0.

On pose alors :

- (05} C
= ——U; — —U
2)\1 ! Q9 ’
On obtient alors :
aq c
F(o + ziuy + xoug) = F((01 — —)ur + (w2 — —)uy)
20\ )

2
= \ix] + agrs .
Par conséquent, on a :
O+ T1U + LUz € € < F(o+ x1uy + zouz) =0

<= )\1.’13% + Qay = 0
A\ B
—1x] —22 =0 .
&)
N —A N
Quitte a changer uy en —uy, on supposera que >0 On pose alors a; := ==L,
Remarque. Comment calculer o dans ce cas ¢

Réponse. le point & est I'unique point de R? tel que :
oF, (o
F(o) = 0 et < (aFy§e§) U1 >= 0
(exo).

De plus, pour ce point & € R?, on a :
2
F(O + Uy + IQUQ) = )\11’1 + Qo
ou ag = OFs(o U
2 (’}Fy IS sy U2 /-
Pour résumer, on a le tableau suivant pour une conique non dégénérée d’équa-

tion F(z,y) = 0 dans R? :

sign(qr) nature de la conique
ellipse [%)
<2’ O) sisign(Hp)=(2,1) ’ sisign(Hp)=(3,0)
(1, 1) hyperbole
(1,0) parabole

56 / 56



L2 — Algebre 4 2025-2026

Ezxemple. On considére la conique % d’équation :
P rry+yP+4r+3y+4=0.

Pour trouver o = (g, o), on résout le systéme :

0. F(e) =0
OyF(e) =0

200 +yo+4 =0
To+ 2y +3=0

) 2
@l’oz—g,yo_—§~

On a de plus, qr(z,y) = 22 + 2y + y*. On cherche donc les valeurs propres

141
[C]F] - (1 2)
31
On trouve : A\ = 1, \y = % Si (ug,us) est une base orthonormale de vecteurs

29
propres associés a A1, Ag, alors on trouve :

A1, Ao de la matrice

F(o + x1u; + 2ou) = F(6) + \a? + Aors

1 1 3

Donc :
3
0+I1U1+I2U2€C€©—§+§ZE%+§ZE§=0

(:)Ex?—l—ix;:l.

Donc % est une ellipse de centre (—5/3,—2/3) et dont les axes principaux sont
les droites
o+ Ru; = (y=—x—7/3)

o+ Ruy=(y=xz+1)
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