L2 — Algebre 4 2025-2026

et S ='0Ae % (R).

V Congruences

V.1 Formes quadratiques

Définition. Une forme quadratique sur R"™ est une application ¢ : R™ — R de

la forme
v

T1, . Ty € R, q(21, .., 70) = Z ¢ijTi%j
1<i<j<n
pour certains ¢;; € IR.
Ezemples.
— q(@1, o) = a3 + 23, q(z1, x2) = 2§ — 23, g1, 22) = T125.
— q(z) = l(z)? si ] : R® — R linéaire.
— q(z) ='rArsiz e R", A€ 8,(R).
Théoréme. Loi d’inertie de Syvester.
Soit ¢ : R™ — R une forme quadratique, alors

i) Ilexiste une base (eq, ...e,) de R" et des a; € R, 1 < i < n, telsque "y, ..., 2, €
R, q(wier + ... + Tpen) = @122 + ... + a, 2.

ii) Il existe une base (ey,...e,) de R et 7,s € N telsque r+s <net "zy,...,z, €

_ .2 2 _ 2 2
R, q(zier + ...+ xpe,) =27+ o a) —xh — o — T

ili) De plus les nombres r = {1 <i<n : a; >0} et s=[{1<i<n:aq >0}
ne dépendent que de q.

fin du cours du 20 mars
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Démo.ii) r = max{dim F : F < R" et ¢|r est définie positive}, s = max{dim F :
F < R" et g|r est définie négative} T.

En effet, si F' = Vect{ey,...,e,}, alors g|r est définie positive. Si d’un autre
coté, ' < R™ est un sous-espace tel que ¢|r est définie positive, alors F' n
Vect{e,i1,...,en} = 0 car 'z = T,1€,41 + .o + Ty, q(x) = =22, — .22, < 0.
Donc dim(F' + Vect{e,11,...,e,}) =dimF +n—r <n=dimF <r.

Méthode de Gauss

Si g = q(x1, ..., z,), on montre par récurrence sur n > 1 qu'il existe (Iy,...,1,)

une base de (R™)* telle que ¢ = a11? + ... + a,/? pour certains ay, ..., a, € R.
1. Sia#0,
LQ

L
2 2
a + L ey Iy —l—(;? el ) = a + — —|—(;) -
X1 T (1’2, , L ) 1(332 T ) (.’131 9 ) 1

l1

et on applique 'hypothése de récurrence a Q1 — i—; qui est une forme qua-
dratique en xo, ..., T,.

2. Sia#0,
ax1x2+:c1L1(:c3, ...)+£IZ’2L2(ZE3, )—f—Q(.I'g, ) = (1,(.%'1+L2)(ZC2+L1)+Q—CLL1L2

= %(%1 + X9 + L1 + Lg)Z — %(g}l — X9 + L1 — LE)Q + Q — aL1L2

~
l1 l2

et on applique ’hypothése de récurrence & () — alLiL, qui est une forme
quadratique en s, ..., x,

2, .2, .2 4232 | 3 2.
Ezxemples. 17+ x5+ 15— 1120 — 0103 — Taxg = (11 — 255 )  + 5 (12— 23)% ; 1122+
1 2 1 2 .2
1173 + Tow3 = (21 + Ty + 223)7 — (11 — 22)° — 73,
i) Siq=al?+...+a,l?, soient ey, ...e,, € R™ tels que "1 < 4,5 < n, li(e;) = 6,

Alors on a " = 1€y + ... + Tpen, ¢(T) = 122 + ... + a, 33,

Supposons ai, ....,a, > 0 et apq1,...0,45 < 0 et 'r +s5 <i <n,a = 0. Alors
q(ty L+t zf,\j—;7 + tM\/% + .o+ t,.+s\/%  trysi1€rasi1 oo pey) =
i T e T i

. On dit que ¢|r est positivesi Yz € F, g(x) = 0, q|r est définie positivesi Y0 # z € F, q(z) >
0, g|F est négative si "x € F, q(z) <0, q|r est définie négative si Y0 # x € F, q(x) <0

1. Soit A = (a;5) € M,(R) telle que Vi, li(z) = anxy + ... + appa,. Alors A est inversible
car les fortimes minéaires I; sont linéairement indépendantes. Soit C = A™! = (¢;;). Si V3, e :=
t(Clj, ...,an), alors li(ej) = ZZ=1 QikCkj = (In)ij = 6ij-
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V.2 Les matrices symétriques réelles

V.2.1 Formule de changement de bases

Si Ae 8,(R), on pose "z € R", qa(x) = ‘zAx. C’est une forme quadratique et

T

Y = ( : ) e R", qa(w) = 20, Aux] + 230 e, Aiji;.
Tn

Remarque. Si ¢ : R" — R est une forme quadratique, alors R" x R" —

R, (z,y) — 3(q(z +y) — q(z) — q(y)) est bilinéaire symétrique et Yz € R, ¢(z) =
By(z,z). Si ¢ : R® — R est une forme quadratique, si B = (ey, ..., e,) est une
base de R™, on pose [q|s := [Byls = (Byles, €j))i<ijen = (5(qle; + €;) — qle;) —
q(¢;)))1<ij<n-

Remarque. Si f(x1,...,x,) = q(x1€1 + ... + T4e,), alors [¢]p = <;a§ixjf>1<i,j<n.

Ezercice. Soit A = [q]s. Alors v = x1€; + ... + 26, € R, q(v) = wAx ou

T
x=<;>e]R”.
Tn

Proposition. Soit ¢ : R™ — R UNE forme quadratique. Soient B, B’ DEUX
bases de R". Soit P = Pg g la matrice de passage’. Alors A’ = 'PAP.

V.2.2 Théoréme de Sylvester

Théoréme. Version matricielle de la loi d’inertie. Soit A € .7,(R). 1l existe
p,q € N tels que p + ¢ < n et une matrice P € GL,(R) telle que ‘PAP =

Iy
0]=1, |. De plus
0
p= max {dim F'}, ¢ = max {dim F}, p+q=rgA .
vO;aéacEI*:, tx Az>0 VO#&CEI‘:,txAIL‘<0
Ezxemples.
—110
a) Soit A= 101].
010

Pour tout @ = (71, 29, v3) € R?,
qa(w1, 1ow3) = —27 + 22179 + 20973

= —([El — :L'Q)Q + ZL‘; + 21’2[E3
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= (21 — 29)* + (20 + 23)* — a:§

Soient l; = x1 — xo, Iy = T9 + 13, I3 = 3.

1—-10\ ! 11-1
soitP=[011 =1 01—1]T et on trouve
001 00 1

—10 0
tPAP=1| 010 |.%
00-1

010
b) Soit A = <é—11 %) Pour tout = (11,29, 23) € R3,

qa(T1, Tox3) = —25 + 27179 + 20973 + T3

= —25 + 2z (21 + 3) + q:g
= —(x9 — (z1 + x;;))Q + (z1 + :1:3)2 + :v§

Soient ll = —21 + Ty — T3, lg =1 + I3, 13 = T3.

~11-1\"" 01—1
soit P = 101 =110 et on trouve
001 00 1

—10 0
tPAP= 010 |].8
00-1

V.2.3 Pseudo-réduction simultanée des matrices symétriques

Théoréme. Soient A, B € .7,(R). Si A est définie positive, alors il existe
P e GL,(R) et D diagonale telles que

‘PAP =1, '"PBP =D .

Démo. Soit Q telle que '‘QAQ = I,,. La matrice '‘QB( est encore symétrique.
Donc il existe O € O,,(R) telle que 'O'QBQO est diagonale. La matrice P = QO

convient.

1. Les lignes de la matrice dont P est I'inverse sont les coefficients des formes linéaires 1, I3, 3.

1. Ici la recherche des wvaleurs propres de A n’est pas facile : on trouverait
2 cos 27”, 2 cos 47”, 2 cos 67”
§. Ici la recherche des wvaleurs propres de A n’est pas facile : on trouverait

27 47 81
2cos 5, 2c08 75, 208 55
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Ezemple. Soient Aq, ..., A, les racines de dét(B — AA) = 0. Soit (vy, ..., v,) une
base de R™ orthonormée pour (z,y)a := ‘zAy telle que Vi, Bv; = \;Av;. Alors
P = (vy|...|v,) convient.

Exercice. Si A = <_21 _21> , B = ((1)(1)), trouver P, D.

) (3

V.3 Les matrices symétriques complexes

Réponse. P = <

Sk
Sk

S‘
o
wi~o

) conviennent.

Théoréme. Soit A € #,(C) telle que A = A. Alors il existe P € GL,(C)

telle que
'PAP - (%19)

de plus, r = rangA.

Démo. Soit q(x) = 'z Ax pour tout x € C". C’est une forme quadratique sur
C™T Comme dans le cas réel, il existe une base (I, ...,1,) de (C*)*, a4, ...,a, € C,
tels que dans cette base, la forme quadratique ¢ vérifie : ¢ = a1l + ... + a,l2.
Supposons ay,...,a, # 0 et a,.1 = ... = a, = 0. Pour tout 1 < ¢ < r, soit
a; € C tel que o = a;. Alors q = (a1ly)? + ... + (a,.l,)?. On pose A\; = ayly, ..., A\, =
Qplyy A1 = lpy1y ooy Ay = I, La famille (Aq, ..., \,,) est une base de C". Il suffit alors
de trouver une base (vy, ...,v,) de C" telle que "i, j, \;(v;) = &;;. Alors "y, ..., 1, €
R, q(tivy + ... + t,v,) =2 + ...+ 12. Si P = (v1]...]v,), c’est la matrice de passage
de la base canonique dans la base (vy, ..., v,). Alors "PAP = <%—8>

Fin du cours du 27 mars

f. c-a-d un polynome de degré 2 avec seulement des monémes z;z;, 1 <7 < j < n.
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