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et S “ tOA P S ``
2 p�q.

V Congruences

V.1 Formes quadratiques

Définition. Une forme quadratique sur �n est une application q : �n Ñ � de
la forme

@x1, ..., xn P �, qpx1, ..., xnq “
ÿ

1ďiďjďn

qijxixj

pour certains qij P �.
Exemples.
— qpx1, x2q “ x2

1 ` x2
2, qpx1, x2q “ x2

1 ´ x2
2, qpx1, x2q “ x1x2.

— qpxq “ lpxq2 si l : �n Ñ � linéaire.
— qpxq “ txAx si x P �n, A P Snp�q.
Théorème. Loi d’inertie de Syvester.
Soit q : �n Ñ � une forme quadratique, alors

i) Il existe une base pe1, ...enq de�n et des ai P �, 1 ď i ď n, tels que @x1, ..., xn P
�, qpx1e1 ` ... ` xnenq “ a1x

2
1 ` ... ` anx

2
n.

ii) Il existe une base pe1, ...enq de �n et r, s P � tels que r`s ď n et @x1, ..., xn P
�, qpx1e1 ` ... ` xnenq “ x2

1 ` ... ` x2
r ´ x2

r`1 ´ ... ´ x2
r`s.

iii) De plus les nombres r “ |t1 ď i ď n : ai ą 0u| et s “ |t1 ď i ď n : ai ą 0u|
ne dépendent que de q.

fin du cours du 20 mars
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Démo. ii) r “ maxtdimF : F ď �n et q|F est définie positiveu, s “ maxtdimF :

F ď �n et q|F est définie négativeu †.
En effet, si F “ Vectte1, ..., eru, alors q|F est définie positive. Si d’un autre

côté, F ď �
n est un sous-espace tel que q|F est définie positive, alors F X

Vectter`1, ..., enu “ 0 car @x “ xr`1er`1 ` ... ` xnen, qpxq “ ´x2
r`1 ´ ...x2

r`s ď 0.
Donc dimpF ` Vectter`1, ..., enuq “ dimF ` n ´ r ď n ñ dimF ď r.

Méthode de Gauss
Si q “ qpx1, ..., xnq, on montre par récurrence sur n ě 1 qu’il existe pl1, ..., lnq

une base de p�nq˚ telle que q “ a1l
2
1 ` ... ` anl

2
n pour certains a1, ..., an P �.

1. Si a ‰ 0,

ax2
1 ` x1Lpx2, ..., xnq ` Q1px2, ..., xnq “ apx1 ` L

2alooomooon
l1

q2 ` Q1 ´ L2

4a

et on applique l’hypothèse de récurrence à Q1 ´ L2

4a
qui est une forme qua-

dratique en x2, ..., xn.

2. Si a ‰ 0,

ax1x2`x1L1px3, ...q`x2L2px3, ...q`Qpx3, ...q “ apx1`L2qpx2`L1q`Q´aL1L2

“ a

4
px1 ` x2 ` L1 ` L2loooooooooomoooooooooon

l1

q2 ´ a

4
px1 ´ x2 ` L1 ´ L2loooooooooomoooooooooon

l2

q2 ` Q ´ aL1L2

et on applique l’hypothèse de récurrence à Q ´ aL1L2 qui est une forme
quadratique en x3, ..., xn

Exemples. x2
1`x2

2`x2
3´x1x2´x1x3´x2x3 “ px1´ x2`x3

2
q2` 3

4
px2´x3q2 ; x1x2`

x1x3 ` x2x3 “ 1
4
px1 ` x2 ` 2x3q2 ´ 1

4
px1 ´ x2q2 ´ x2

3.
i) Si q “ a1l

2
1 ` ...`anl

2
n, soient e1, ...en P �n tels que @1 ď i, j ď n, lipejq “ δij

‡

Alors on a @x “ x1e1 ` ... ` xnen, qpxq “ a1x
2
1 ` ... ` anx

2
n.

Supposons a1, ...., ar ą 0 et ar`1, ...ar`s ă 0 et @r ` s ă i ď n, ai “ 0. Alors
qpt1 e1?

a1
` ... ` tr

er?
ar

` tr`1
er`1?´ar`1

` ... ` tr`s
er`s?´ar`s

` tr`s`1er`s`1 ` ... ` tnenq “
t21 ` ... ` t2r ´ t2r`1 ´ ... ´ t2r`s.

†. On dit que q|F est positive si @x P F, qpxq ě 0, q|F est définie positive si @0 ‰ x P F, qpxq ą
0, q|F est négative si @x P F, qpxq ď 0, q|F est définie négative si @0 ‰ x P F, qpxq ă 0

‡. Soit A “ paijq P Mnp�q telle que @i, lipxq “ ai1x1 ` ... ` ainxn. Alors A est inversible
car les forùmes minéaires li sont linéairement indépendantes. Soit C “ A´1 “ pcijq. Si @j, ej :“
tpc1j , ..., cnjq, alors lipejq “ řn

k“1 aikckj “ pInqij “ δij .
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V.2 Les matrices symétriques réelles

V.2.1 Formule de changement de bases

Si A P Snp�q, on pose @x P �n, qApxq “ txAx. C’est une forme quadratique et

@x “
˜x1

...
xn

¸
P �n, qApxq “ řn

i“1 Aiix
2
i ` 2

ř
1ďiăjďn Aijxixj.

Remarque. Si q : �n Ñ � est une forme quadratique, alors �n ˆ �
n Ñ

�, px, yq ÞÑ 1
2
pqpx ` yq ´ qpxq ´ qpyqq est bilinéaire symétrique et @x P �n, qpxq “

Bqpx, xq. Si q : �n Ñ � est une forme quadratique, si B “ pe1, ..., enq est une
base de �n, on pose rqsB :“ rBqsB “ pBqpei, ejqq1ďi,jďn “ p1

2
pqpei ` ejq ´ qpeiq ´

qpejqqq1ďi,jďn.
Remarque. Si fpx1, ..., xnq “ qpx1e1 ` ...` xnenq, alors rqsB “

´
1
2
B2
xixj

f
¯
1ďi,jďn

.

Exercice. Soit A “ rqsB. Alors @v “ x1e1 ` ... ` xnen P �n, qpvq “ txAx où

x “
˜x1

...
xn

¸
P �n.

Proposition. Soit q : �n Ñ � UNE forme quadratique. Soient B, B1 DEUX
bases de �n. Soit P “ PB,B1 la matrice de passage †. Alors A1 “ tPAP .

V.2.2 Théorème de Sylvester

Théorème.Version matricielle de la loi d’inertie. Soit A P Snp�q. Il existe
p, q P � tels que p ` q ď n et une matrice P P GLnp�q telle que tPAP “˜
Ip
0 ´Iq

0

¸
. De plus

p “ max
Fď�n

@0‰xPF, txAxą0

tdimF u, q “ max
Fď�n

@0‰xPF, txAxă0

tdimF u, p ` q “ rgA .

Exemples.

a) Soit A “
˜´1 1 0

1 0 1
0 1 0

¸
.

Pour tout x “ px1, x2, x3q P �3,

qApx1, x2x3q “ ´x2
1 ` 2x1x2 ` 2x2x3

“ ´px1 ´ x2q2 ` x2
2 ` 2x2x3

†.
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“ ´px1 ´ x2q2 ` px2 ` x3q2 ´ x2
3

Soient l1 “ x1 ´ x2, l2 “ x2 ` x3, l3 “ x3.

soit P “
˜
1´1 0
0 1 1
0 0 1

¸´1

“
˜
1 1´1
0 1´1
0 0 1

¸
† et on trouve

tPAP “
˜´1 0 0

0 1 0
0 0´1

¸
. ‡

b) Soit A “
˜
0 1 0
1´1 1
0 1 1

¸
. Pour tout x “ px1, x2, x3q P �3,

qApx1, x2x3q “ ´x2
2 ` 2x1x2 ` 2x2x3 ` x2

3

“ ´x2
2 ` 2x2px1 ` x3q ` x2

3

“ ´px2 ´ px1 ` x3qq2 ` px1 ` x3q2 ` x2
3.

Soient l1 “ ´x1 ` x2 ´ x3, l2 “ x1 ` x3, l3 “ x3.

soit P “
˜´1 1´1

1 0 1
0 0 1

¸´1

“
˜
0 1´1
1 1 0
0 0 1

¸
et on trouve

tPAP “
˜´1 0 0

0 1 0
0 0´1

¸
. §

V.2.3 Pseudo-réduction simultanée des matrices symétriques

Théorème. Soient A,B P Snp�q. Si A est définie positive, alors il existe
P P GLnp�q et D diagonale telles que

tPAP “ In,
tPBP “ D .

Démo. Soit Q telle que tQAQ “ In. La matrice tQBQ est encore symétrique.
Donc il existe O P Onp�q telle que tOtQBQO est diagonale. La matrice P “ QO

convient.

†. Les lignes de la matrice dont P est l’inverse sont les coefficients des formes linéaires l1, l2, l3.
‡. Ici la recherche des valeurs propres de A n’est pas facile : on trouverait

2 cos 2π
7 , 2 cos 4π

7 , 2 cos 6π
7

§. Ici la recherche des valeurs propres de A n’est pas facile : on trouverait
2 cos 2π

9 , 2 cos 4π
9 , 2 cos 8π

9
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Exemple. Soient λ1, ...,λn les racines de détpB ´ λAq “ 0. Soit pv1, ..., vnq une
base de �n orthonormée pour px, yqA :“ txAy telle que @i, Bvi “ λiAvi. Alors
P “ pv1|...|vnq convient.

Exercice. Si A “
´

2 ´1
´1 2

¯
, B “

´
0 1
1 0

¯
, trouver P,D.

Réponse. P “
˜ 1?

2

1?
6

1?
2

´ 1?
6

¸
, D “

ˆ ´1 0
0 1

3

˙
conviennent.

V.3 Les matrices symétriques complexes

Théorème. Soit A P Mnp�q telle que tA “ A. Alors il existe P P GLnp�q
telle que

tPAP “
´
Ir 0
0 0

¯

de plus, r “ rangA.
Démo. Soit qpxq “ txAx pour tout x P �n. C’est une forme quadratique sur

�
n † Comme dans le cas réel, il existe une base pl1, ..., lnq de p�nq˚, a1, ..., an P �,

tels que dans cette base, la forme quadratique q vérifie : q “ a1l
2
1 ` ... ` anl

2
n.

Supposons a1, ..., ar ‰ 0 et ar`1 “ ... “ an “ 0. Pour tout 1 ď i ď r, soit
αi P � tel que α2

i “ ai. Alors q “ pα1l1q2 ` ...` pαrlrq2. On pose λ1 “ α1l1, ...,λr “
αrlr,λr`1 “ lr`1, ...,λn “ ln. La famille pλ1, ...,λnq est une base de�n. Il suffit alors
de trouver une base pv1, ..., vnq de �n telle que @i, j, λipvjq “ δij. Alors @t1, ..., tn P
�, qpt1v1 ` ... ` tnvnq “ t21 ` ... ` t2r. Si P “ pv1|...|vnq, c’est la matrice de passage
de la base canonique dans la base pv1, ..., vnq. Alors tPAP “

´
Ir 0
0 0

¯
.

Fin du cours du 27 mars

†. c-à-d un polynome de degré 2 avec seulement des monômes xixj , 1 ď i ď j ď n.
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