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IV.5 Réduction des endomorphismes normaux

Théorème. Soit A P Mnp�q telle que tAA “ AtA. Alors il existe O P Onp�q
telle que

A “ ODtO “ ODO´1

où D est de la forme
¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

x1
...
xr ´

α1 ´β1
β1 α1

¯

...´
αs ´βs
βs αs

¯

˛
‹‹‹‹‹‹‚

où xi,αj, P �, βj P � z t0u et x1, ...xr,α1 ˘ iβ1, ...,αs ˘ iβs sont les valeurs propres
de A.

Démo.
Lemme. Il existe un sous-espace F ď Mn1p�q de dimension 1 ou 2 stable par

A.
Cas particuliers. A symétrique : s “ 0 ; antisymétrique : λ1 “ ... “ λr “

0, α1 “ ... “ αs “ 0 ; orthogonale : λ1, ...,λr “ ˘1, αi “ cos θi, βi “ sin θi.

fin du cours du 13 mars

Donc ker f “ pImf˚qK ô ker fK “ Imf˚
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Exercices.

1) Si F ď E est stable par f P LpEq, alors FK est stable par f˚.

2) Soit A P Mnp�q une matrice avec une valeur propre λ P �. Montrer que si
A est symétrique, alors λ P �, si A est antisymétrique, alors λ P i�, si A est
orthogonale, alors |λ| “ 1.

3) Montrer qu’une matrice normale est diagonalisable sur �.

4) Déduire du théorème que exp : Anp�q Ñ SOnp�q est surjective.

5) Une matrice antisymétrique réelle est de rang pair.

IV.6 Décomposition polaire

Théorème. Soit A P GLnp�q. Alors il existe une unique O P Onp�q, une
unique S P S ``

n p�q telles que A “ OS.
Démo. Unicité. Si x P Vλ “ kerptAA ´ λInq, alors Sx “ ?

λx car SpVλq Ď Vλ,
S|Vλ

est diagonalisable, pS|Vλ
q2 “ λId|Vλ

et les valeurs propres de S sont ą 0.
Or �n “ À

λ Vλ.
Existence. Soit S comme ci-dessus. Alors S2 “ tAA et AS´1 P Onp�q car

tpAS´1qAS´1 “ S´1tAAS´1 “ S´1S2S´1 “ In .

Remarque. La matrice S est un polynôme en la matrice tAA !
Exercices.

1) Si A P Mnp�q, montrer l’existence.

2) Déduire du théorème que si A P GLnp�q, alors A “ O1DO2 où O1, O2 P Onp�q
et D diagonale à coefficients diagonaux ą 0 †.

3) Si A “
´
a b
c d

¯
P GL2p�q, alors la décomposition polaire de A est donnée par

la formule suivante.
A “ OS

avec

O “

$
’’’’&
’’’’%

A`CompAq?
détpA`CompAqq “

˜
a ` d b ´ c
c ´ b a ` d

¸

?
pa`dq2`pb´cq2 si détA ą 0,

A´CompAq?
´détpA´CompAqq “

˜
a ´ d b ` c
b ` c d ´ a

¸

?
pa´dq2`pb`cq2 si détA ă 0

P O2p�q

†. Solution. Si A “ OS, soit P P Onp�q telle que S “ PDtP . Alors A “ OPloomoon
O1

D tPloomoon
O2

.
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et S “ tOA P S ``
2 p�q.

V Congruences

V.1 Formes quadratiques

Définition. Une forme quadratique sur �n est une application q : �n Ñ � de
la forme

@x1, ..., xn P �, qpx1, ..., xnq “
ÿ

1ďiďjďn

qijxixj

pour certains qij P �.
Exemples.
— qpx1, x2q “ x2

1 ` x2
2, qpx1, x2q “ x2

1 ´ x2
2, qpx1, x2q “ x1x2.

— qpxq “ lpxq2 si l : �n Ñ � linéaire.
— qpxq “ txAx si x P �n, A P Snp�q.
Théorème. Loi d’inertie de Syvester.
Soit q : �n Ñ � une forme quadratique, alors

i) Il existe une base pe1, ...enq de�n et des ai P �, 1 ď i ď n, tels que @x1, ..., xn P
�, qpx1e1 ` ... ` xnenq “ a1x

2
1 ` ... ` anx

2
n.

ii) De plus les nombres r “ |t1 ď i ď n : ai ą 0u et s “ |t1 ď i ď n : ai ą 0u|
ne dépendent que de q.

iii) Il existe une base pe1, ...enq de �n et r, s P � tels que r`s ď n et @x1, ..., xn P
�, qpx1e1 ` ... ` xnenq “ x2

1 ` ... ` x2
r ´ x2

r`1 ´ ... ´ x2
r`s.

fin du cours du 20 mars
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