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Démo. Lapplication linéaire ® : E — E* x — {(x,-) est injective donc un
isomorphisme car dim £ = dim E*.

Définitions. Soit £ un espace euclidien. Si f € Z(FE), il existe un unique
f*e Z(F) tel que :

Yr,ye B, (f(x),y) = {x, f*(y)) -
On dit que f est autoadjoint si f* = f, orthogonal si f* = f~', normal si
fre=rr
Démo de existence et ['unicité de f*.
Uniciteé.
Si hy, he € L(E) vérifient
e,y e B, (f(x),y) = {x, h(y)) = {x, ha(y)),
alors
Yx,y € B, {x,h(y) — ha(y)) = 0.
Siy € E est fixé, en prenant x = hy(y) — ha(y), on a :

(ha(y) = ha(y) ha(y) = ha(y)) = [Iha(y) = ha(y)l]* = 0
= hi(y) = ha(y).
Existence.
Posons f* = ®1olfod ou ' f est 'application linéaire E* — E*, A+ Xo f.
Onadof* = fod e ye B &(f*(y)) = f(®(y) = d(y) o . Done

e E,Yre E, o(f*(y)(x) = ®(y)(f(x) < {[*(y), x) = {y, f(x))
et (-,-) est symétrique ...
Fin du cours du 6 mars

Ezxercices.

a) Si 2 est une base orthonormée de F, alors [f*]|% = [f]».

b) Montrer que lopérateur P — (1 — X?)P" — X P’ est autoadjoint dans R[X]<n
pour le produit scalaire (P, Q) = § P(cost)Q(cost)dt = S . \/7 2 . 1
Propriétés. f** = f, (f+Xg)* = f*+Ag*, (fg)* = g* f*, Trf* =Trf, détf* =

détf, ker f* = Im f+, ker f+ = Im f**1.

t. Par ipp, vérifier que So (1 — cos?t)P"(cost) — costP'(cost)Q(cost)dt =
— {§ sin® tP(cos t)Q' (cos t)dt = So (1 — cos?t)Q" (cost) — costQ'(cost))P(cost)dt.
ftoekefe flr)=0s"ye B {f(x),y) =0= "ye Bz, f*(y) = 0< xe (Imf*
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IV.5 Reéduction des endomorphismes normaux

Théoréme. Soit A € #,(R) telle que ‘AA = A'A. Alors il existe O € O,(R)
telle que
A=0D'O=0D0O"!
ot D est de la forme

T

(Oél —51>
B aq
(ozs —&)
Bs as

ou z;, a;,€ R, B € R\ {0} et 1, ..z, 0q £if, ..., a5 £ 05 sont les valeurs propres
de A.

Démo.

Lemme. Il existe un sous-espace F' < .#,1(R) de dimension 1 ou 2 stable par
A.

Cas particuliers. A symétrique : s = 0; antisymétrique : \; = ... = A\, =
0, a1 = ... = a5, = 0; orthogonale : A1, ..., \, = +1, a; = cos¥;, §5; = sinb);.

fin du cours du 13 mars

Donc ker f = (Im f*)* < ker f+ = I'm f*
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