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Démo. L’application linéaire Φ : E Ñ E˚, x ÞÑ xx, ¨y est injective donc un
isomorphisme car dimE “ dimE˚.

Définitions. Soit E un espace euclidien. Si f P L pEq, il existe un unique
f˚ P L pEq tel que :

@x, y P E, xfpxq, yy “ xx, f˚pyqy .

On dit que f est autoadjoint si f ˚ “ f , orthogonal si f˚ “ f´1, normal si
ff˚ “ f˚f .

Démo de l’existence et l’unicité de f ˚.
Unicité.
Si h1, h2 P LpEq vérifient

@x, y P E, xfpxq, yy “ xx, h1pyqy “ xx, h2pyqy,
alors

@x, y P E, xx, h1pyq ´ h2pyqy “ 0.

Si y P E est fixé, en prenant x “ h1pyq ´ h2pyq, on a :

xh1pyq ´ h2pyq, h1pyq ´ h2pyqy “ ||h1pyq ´ h2pyq||2 “ 0

ñ h1pyq “ h2pyq.
Existence.
Posons f˚ “ Φ´1 ˝ tf ˝ Φ où tf est l’application linéaire E˚ Ñ E˚, λ ÞÑ λ ˝ f .
On a Φ ˝ f˚ “ tf ˝ Φ ô @y P E, Φpf˚pyqq “ tfpΦpyqq “ Φpyq ˝ f . Donc

@y P E, @x P E, Φpf˚pyqqpxq “ Φpyqpfpxqq ô xf˚pyq, xy “ xy, fpxqy
et x¨, ¨y est symétrique ...

Fin du cours du 6 mars

Exercices.

a) Si B est une base orthonormée de E, alors rf ˚sB “ trf sB.

b) Montrer que l’opérateur P ÞÑ p1´X2qP 2 ´XP 1 est autoadjoint dans RrXsďn

pour le produit scalaire xP,Qy “ şπ
0
P pcos tqQpcos tqdt “ ş1

´1
P pxqQpxq?

1´x2 dx. †

Propriétés. f˚˚ “ f, pf`λgq˚ “ f˚`λg˚, pfgq˚ “ g˚f˚, Trf˚ “ Trf, détf˚ “
détf, ker f˚ “ ImfK, ker fK “ Imf˚ ‡.

†. Par ipp, vérifier que
şπ
0

pp1 ´ cos2 tqP 2pcos tq ´ cos tP 1pcos tqQpcos tqdt “
´ şπ

0
sin2 tP 1pcos tqQ1pcos tqdt “ şπ

0
pp1 ´ cos2 tqQ2pcos tq ´ cos tQ1pcos tqqP pcos tqdt.

‡. x P ker f ô fpxq “ 0 ô @y P E, xfpxq, yy “ 0 ô @y P E, xx, f˚pyqy “ 0 ô x P pImf˚qK.

28 / 53



L2 – Algèbre 4 2025-2026

IV.5 Réduction des endomorphismes normaux

Théorème. Soit A P Mnp�q telle que tAA “ AtA. Alors il existe O P Onp�q
telle que

A “ ODtO “ ODO´1

où D est de la forme
¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

x1
...
xr ´

α1 ´β1
β1 α1

¯

...´
αs ´βs
βs αs

¯

˛
‹‹‹‹‹‹‚

où xi,αj, P �, βj P � z t0u et x1, ...xr,α1 ˘ iβ1, ...,αs ˘ iβs sont les valeurs propres
de A.

Démo.
Lemme. Il existe un sous-espace F ď Mn1p�q de dimension 1 ou 2 stable par

A.
Cas particuliers. A symétrique : s “ 0 ; antisymétrique : λ1 “ ... “ λr “

0, α1 “ ... “ αs “ 0 ; orthogonale : λ1, ...,λr “ ˘1, αi “ cos θi, βi “ sin θi.

fin du cours du 13 mars

Donc ker f “ pImf˚qK ô ker fK “ Imf˚
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