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IV Réduction des endomorphismes autoadjoints

IV.1 Matrices symétriques

IV.1.1 Réduction

Théorème. Soit A P Snp�q. Alors il existe P P Onp�q et D diagonale telles
que A “ PDtP .

Lemme. A possède une valeur propre réelle.
Démo. du lemme. Si Ax “ λx, 0 ‰ x P �n, λ P �, alors txAx “ tptxAxq ô

λtxx “ λtxx ô λ “ λ ñ λ P �.
Démo. Par récurrence sur n ě 0.
Exemples.

a)

˜
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1 1 1
1 1 1

¸
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¸
.

b) Soit Tn “

0 1

1

1

1 0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

P Snp�q. @i, j, pTnqij “ 1 si |j ´ i| “ 1, 0

sinon.

Alors Tn “ PDtP où P “ `
sin ijπ

n`1

˘
1ďi,jďn

et D “

2 cos π
n`1

2 cos nπ
n`1

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

.

En effet, @x, @k P �, sinppk ` 1qxq ` sinppk ´ 1qxq “ 2 cos x sinpkxq sinpn ` 1qx. En pariculier si v “
¨
˚̋

sin x

.

.

.
sinpnxq

˛
‹‚, alors

Tnv “ 2 cos xv si sinppn ` 1qxq “ 0. On trouve ainsi n vecteurs propres associés à des valeurs propres distinctes.

Remarque. Si Tn P �rXs est le polynôme de degré n tel que @t, sinppn ` 1qtq “ sin tTnpcos tq, alors χTn pXq “ Tn

´
X
2

¯
.

Exercices.

1. Si λ ‰ µ, alors kerpA ´ λq K kerpA ´ µq.
2. Montrer que la matrice symétrique

´
1 i
i ´1

¯
n’est pas diagonalisable sur �.
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Méthode pour diagonaliser une matrice symétrique dans une base orthonormée

Soit A P Snp�q.
— On cherche les valeurs propres distinctes de A : λ1, ...,λr.
— Pour tout i, on cherche une base orthonormée de kerA ´ λiIn notée B

(quitte à orthonormaliser une base quelconque).
— Alors la base B “ YiBi est une base orthonormée de vecteurs propres de

A.

IV.2 Signature.

Définition. Soit A P Snp�q. Soient λ1, ...,λn les valeurs propres de A. On
note signpAq “ pp, qq la signature de A où

p “ |t1 ď i ď n : λi ą 0u|

q “ |t1 ď i ď n : λi ă 0u| ;
c’est la signature de A.

Exercices.

1) p ` q “ rangpAq.
2) sign

´
1 0
0 1

¯
“ p2, 0q, sign

´
1 0
0 0

¯
“ p1, 0q, sign

´
0 1
1 0

¯
“ p1, 1q .

Théorème. Soietn A,B P Snp�q. Alors

signpAq “ signpBq ô D P P GLnp�q, A “ PBtP.

Nous le démontrerons plus tard ...

IV.3 Min-max.

Théorème. Soit A P Snp�q. Soient λ1 ď ... ď λn les valeurs propres de A.
Alors

λk “ min
FďMn1p�q
dimF“k

max
xPF

||x||“1

txAx “ max
FďMn1p�q

dimF“n´k`1

min
xPF

||x||“1

txAx .

Démo. Soit pe1, ..., enq une base orthonormée (pour le produit scalaire usuel)
de vecteurs propres associés aux valeurs propres λ1, ...,λn.
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Soit Fk “ Vectte1, ..., eku ď �n. Comme dimFk “ k, on a bien

min
FďMn1p�q
dimF“k

max
xPF

||x||“1

txAx ď max
xPFk||x||“1

txAx.

Or si x “ x1e1 ` ... ` xkek P Fk est de norme 1, alors

txAx “ λ1x
2
1 ` ... ` λkx

2
k ď λkpx2

1 ` ... ` x2
kq “ λk

Donc
min

FďMn1p�q
dimF“k

max
xPF

||x||“1

txAx ď max
xPFk||x||“1

txAx ď λk.

D’un autre côté, si dimF “ k, alors F X Vecttek, ..., enu ‰ 0 † donc il existe
x “ xkek ` ... ` xnen P F de norme 1.

Alors

txAx “ λkx
2
k ` ... ` λnx

2
n ě λkpx2

k ` ... ` x2
nq “ λk||x||2 “ λk.

Donc
max
xPF

||x||“1

txAx ě λk

et donc
min

FďMn1p�q
dimF“k

max
xPF

||x||“1

txAx ě λk.

De même pour l’autre égalité.
Exercices.

1) Avec les notations du théorème, vérifier que si A,B P Snp�q, alors λ1pAq `
λ1pBq ď λ1pA ` Bq ď λnpA ` Bq ď λnpAq ` λnpBq.

2) Démontrer le critère de Sylvester avec les mineurs principaux à l’aide du théo-
rème ci-dessus.

IV.4 Adjoint d’un endomorphisme

Théorème de Riesz. Soit E un espace euclidien. @λ P E˚, D !xλ P E, λ “
xxλ, ¨y.

†. car dimpF X Vecttek, ..., enuq “ dimF ` dimVecttek, ..., enu ´ dimpF ` Vecttek, ..., enuq ě
k ` n ´ k ` 1 ´ n “ 1.
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Démo. L’application linéaire Φ : E Ñ E˚, x ÞÑ xx, ¨y est injective donc un
isomorphisme car dimE “ dimE˚.

Définitions. Soit E un espace euclidien. Si f P L pEq, il existe un unique
f˚ P L pEq tel que :

@x, y P E, xfpxq, yy “ xx, f˚pyqy .

On dit que f est autoadjoint si f ˚ “ f , orthogonal si f˚ “ f´1, normal si
ff˚ “ f˚f .

Démo de l’existence et l’unicité de f ˚.
Unicité.
Si h1, h2 P LpEq vérifient

@x, y P E, xfpxq, yy “ xx, h1pyqy “ xx, h2pyqy,
alors

@x, y P E, xx, h1pyq ´ h2pyqy “ 0.

Si y P E est fixé, en prenant x “ h1pyq ´ h2pyq, on a :

xh1pyq ´ h2pyq, h1pyq ´ h2pyqy “ ||h1pyq ´ h2pyq||2 “ 0

ñ h1pyq “ h2pyq.
Existence.
Posons f˚ “ Φ´1 ˝ tf ˝ Φ où tf est l’application linéaire E˚ Ñ E˚, λ ÞÑ λ ˝ f .
On a Φ ˝ f˚ “ tf ˝ Φ ô @y P E, Φpf˚pyqq “ tfpΦpyqq “ Φpyq ˝ f . Donc

@y P E, @x P E, Φpf˚pyqqpxq “ Φpyqpfpxqq ô xf˚pyq, xy “ xy, fpxqy
et x¨, ¨y est symétrique ...

Fin du cours du 6 mars

Exercices.

a) Si B est une base orthonormée de E, alors rf ˚sB “ trf sB.

b) Montrer que l’opérateur P ÞÑ p1´X2qP 2 ´XP 1 est autoadjoint dans RrXsďn

pour le produit scalaire xP,Qy “ şπ
0
P pcos tqQpcos tqdt “ ş1

´1
P pxqQpxq?

1´x2 dx. †

†. Par ipp, vérifier que
şπ
0

pp1 ´ cos2 tqP 2pcos tq ´ cos tP 1pcos tqQpcos tqdt “
´ şπ

0
sin2 tP 1pcos tqQ1pcos tqdt “ şπ

0
pp1 ´ cos2 tqQ2pcos tq ´ cos tQ1pcos tqqP pcos tqdt.
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Propriétés. f˚˚ “ f, pf`λgq˚ “ f˚`λg˚, pfgq˚ “ g˚f˚, Trf˚ “ Trf, détf˚ “
détf, ker f˚ “ ImfK, ker fK “ Imf˚.

Exercice. Soit f tel que ff˚ “ f˚f . Montrer que si F ď E est stable par f ,
alors FK aussi.
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