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IV  Réduction des endomorphismes autoadjoints

IV.1 DMatrices symétriques
IV.1.1 Reéduction

Théoréme. Soit A € .7, (R). Alors il existe P € O,(R) et D diagonale telles
que A = PD'P.

Lemme. A posséde une valeur propre réelle.

Démo. du lemme. Si Ax = \x,0 # x € C", X € C, alors 'TAz = '('TAz) <
NTr = MaT < A=\ = ) eR.

Démo. Par récurrence sur n = 0.
Ezemples.
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b) Soit T;, = \\ € Zu(R). Vi, 4, (T)ij = 1si|j—i| =1,0
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Alors T,, = PD!Pou P = (sin é{i-ﬂl)lgi,j<

<

netDz

nim
2 cos i

sin x
En effet, "z, Yk € N, sin((k + 1)z) + sin((k — 1)) = 2cos z sin(ka) sin(n + 1)z. En pariculier si v = ( . ), alors

sin(’nz)
Tpv = 2coszv si sin((n 4+ 1)z) = 0. On trouve ainsi n vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes.
Remarque. Si Ty, € Q[X] est le polynéme de degré n tel que Vt, sin((n + 1)t) = sin ¢tT,, (cos t), alors XTp, (X)=Tn (%)
Ezercices.

1. Si X # p, alors ker(A — \) L ker(A — p).

2. Montrer que la matrice symétrique G _Zl> n’est pas diagonalisable sur C.
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Méthode pour diagonaliser une matrice symétrique dans une base orthonormée

Soit A € 8,(R).
— On cherche les valeurs propres distinctes de A : Ay, ..., A,
— Pour tout i, on cherche une base orthonormée de ker A — \;I,, notée B
(quitte a orthonormaliser une base quelconque).

— Alors la base B = U;B; est une base orthonormée de vecteurs propres de
A.

IV.2 Signature.

Définition. Soit A € .7,(R). Soient Ay, ..., A, les valeurs propres de A. On
note sign(A) = (p, q) la signature de A ou

p=H{l<i<n:\ >0}

g=1{1<i<n: \ <0};

c’est la signature de A.

Exercices.
1) p+q=rang(A).

710 110 01
2) sign (01> — (2,0), sign (00) ~ (1,0), 51gn(10> ~(1,1) .
Théoréme. Soietn A, B € §,,(R). Alors

sign(A) = sign(B) < 3 P € GL,(R), A = PB'P.

Nous le démontrerons plus tard ...

IV.3 Min-max.

Théoréme. Soit A € .7, (R). Soient A\; < ... < A, les valeurs propres de A.
Alors

A, = min max‘zAr = max min ‘zAx .
F<Mp1(R) =z€F F<Mpi(R)  a€F
dim F=k ||z||=1 dim F=n—k+1 ||z||=1

Démo. Soit (eq, ..., e,) une base orthonormée (pour le produit scalaire usuel)
de vecteurs propres associés aux valeurs propres Ay, ..., A,.
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Soit Fy = Vect{ey, ...,ex} < R™ Comme dim F}, = k, on a bien

min  max ‘zAr < max ‘zAz.
F< A1 (R) zEF zeF)
dim F=k |lz||=1 [lz||=1

Orsixz =x1e1 + ... + e, € F), est de norme 1, alors

brAr = Mot + o+ Nk < M2 L T) = A

Donc
min  max 'z Az < max ‘v Axr < \i.
F<Mp (R) «€F zEF
dim F=k |lz||=1 [lz|]=1

D’un autre coté, si dim F' = k, alors F' n Vect{ey, ...,e,} # 0 donc il existe

T = zRe; + ... + xpe, € F de norme 1.

Alors
txAx = )\kxi + ...+ )\na:i > /\k(xi + ...+ xi) = )\kaHz = \p.
Donc
max teAx = N\
llz||=1
et donc

min  max ‘z Az = A\
F<ly(R) x€F
dim F=k ||z||=1

De méme pour 'autre égalité.

Exercices.

1) Avec les notations du théoréme, vérifier que si A, B € .7, (R), alors A\;(A) +
M(B) < M(A+ B) < \(A+ B) < \(A) + \u(B).

2) Démontrer le critere de Sylvester avec les mineurs principauz a 'aide du théo-
reme ci-dessus.

IV.4 Adjoint d’un endomorphisme

Théoréme de Riesz. Soit F un espace euclidien. "\ € E*, 31z, € B, \ =
<.I')\, >

T. car dim(F n Vect{eg, ..., en}) = dim F + dim Vect{e, ..., e, } — dim(F + Vect{e, ...,en}) =
k+n—k+1-n=1
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Démo. Lapplication linéaire ® : E — E* x — {(x,-) est injective donc un
isomorphisme car dim £ = dim E*.

Définitions. Soit £ un espace euclidien. Si f € Z(FE), il existe un unique
f*e Z(F) tel que :

Yw,ye B, (f(x),y) = {x, f*(y)) -
On dit que f est autoadjoint si f* = f, orthogonal si f* = f~1, normal si
fre=ri.
Démo de lezistence et l'unicité de f*.
Uniciteé.
Si hy, hy € L(FE) vérifient

Yry e B, (f(x),y) = (&, hi(y)) = (x, ha(y)),
alors
Vr,ye B, {x, h(y) — ha(y)) = 0.

Siy € E est fixé, en prenant x = hy(y) — ha(y), on a :

Chaly) = ha(y), ha(y) — ha(y)) = [lha(y) — ha(y)[|* = 0

= hi(y) = ha(y).

Existence.
Posons f* = &~ 1olfod ot ' f est 'application linéaire E* — E*, A+ Ao f.
Onadof'='fobe"ye I, &(f*(y) = f(B(y)) = B(y) o J. Donc

e B, "z e E, ®(f*(y))(x) = ®(y)(f(x) < {[*(y),z) = {y, [(x))
et (-, -) est symétrique ...
Fin du cours du 6 mars

FEzercices.
a) Si 2 est une base orthonormée de F, alors [f*]% = [f]=.

b) Montrer que Popérateur P — (1 — X?)P” — X P’ est autoadjoint dans R[ X<,

pour le produit scalaire (P, Q) = § P(cost)Q(cost)dt = Sl_l P%) dz.t

t. Par ipp, verifier que §7((1 — cos®t)P"(cost) — costP’(cost)Q(cost)dt =
— §§ sin® tP’(cos t)Q' (cos t)dt = §7 (1 — cos® t)Q" (cost) — cos tQ’(cost)) P(cos t)dt.
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Propriétés. f** = f, (f+Xg)* = f*+\g*, (fg)* = g* f*, Trf* = Trf, détf* =
détf, ker f* = Im f*, ker f+ = Im f*.

Exercice. Soit f tel que ff* = f*f. Montrer que si F' < E est stable par f,
alors F'* aussi.
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