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I11.2.2 Produit vectoriel

Définitions. (Produit vectoriel et produit mizte)

x x’ yz' — zy
1) a,y,2,2,y,7 € R, <y) Ay | =22 27| eR?
z Z xy —yx’

A/}

x @ z” ra'x
2) Ywy,zaly, Y2y € R, [ <g) Ay Y ]:= yyy'| €R.
z z 22 z
Propriétés.
i) R3xR?®— R? (u,v)— u A v est bilinéaire alternée.
i) Yu,v,weR3 [u,v,w] = (uAv) w'
iii) "u,v,weR uA(vAw)=(u-wv—(u-v)w.
iv) Yu,ve R, |JuAv||? = ||ul[}]v][?sin® a ot a € [0, 7], (u-v) = ||u|]||v]] cos .
v) (Jacobi) Yu,v,w, u A (v A W)+ A (wWAU)+wA (unv)=0.

Remarque. T A7 L 2,7 .

I11.2.3 Formule de Rodrigues

0 —X3 T2
Si @ = (21,22,23) € R®, on pose A = | 23 0 —21 | € a4(R)* Soit
—x9 1 O
% € R? un vecteur de norme 1.
— La matrice de la rotation d'axe k et d’angle 0 € R est R?e = I3 +
sin 0/\? + (1 — cos H)A%. 7
— Comme application linéaire, on a :
"7 e R, R—»e(?) —cosOT +sinfk AT+ (1- cos@)(? : ?)? :

k

(1) 00 0 ; cosg—sin990
Ezxemples. R> , = Ry g = cosf) —sinf |, Ro>, = R3g= | sinf cosf 0 |].
e o 0sinf cosf €30 > 0 0 1
FEzercice. R = eXp(QA?).

En particulier, R~ = exp(—@A?) = exp(t(HAZ)) = texp(@A?) = 'R et

détR = eXp(Tr(QA?)) =exp0=1.

f. Pour le produit scalaire usuel de R>.
I. Cest la matrice de ¥ — T A T.
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Solution. exp(OAy) = ZZO 0 eq(,] Af. Or, un rapide calcul montre que ¥g > 1, A2q

(=17 TA2, A7 = (—1)7A;. Donc

0 q— 192(1 0 q‘92q+1
exp(9Ay,) = Is + Z ) )AL+ 2 A
g=1 q:O
1 ::rOSO s;rTG

= I3 +sinfAy + (1 — cosO)AZ = Ry .

I11.2.4 Angles d’Euler

FEzercice. Les matrices de SO3(R) sont de la forme

Ry oRs R

1 0 0 cos 8 —sin 50 10 0
= [ Ocosa —sina sinf cosf 0 0cos~y —sin~y

Osina cosa 0 0 1 Osinvy cosvy
cos 3 — sin 3 cos 7y sin 3 sin y
= | cos asin B|cos a cos 5 cosy — sin asin y|— cos a cos 3 sin y — sin « cos 7y
sin a sin []sin acos B cos 7y + cos asin y|— sin v cos Fsin 7y + cos v cos 7y
a,f,v€R.

Indication. Soit R € SO3(R). il existe o, 8 € R tel que R(e7) = R R3z(er) .

Alors 37, (R1aR35) 'R = Ry .
001
Exemple. { 100 | = Ry ;R3_z Ry _=
010 : :

cos f3
. e Ja,0eR, R(e1) = [ cosasin | ce qui est possible car R(e1) est un vecteur de norme
sin asin 8
1.
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II11.3 Symeétries orthogonales

Définition. Soit F' < E. La symétrie orthogonale par rapport a F' est 'ap-
plication linéaire sp : £ — E,"x € F,"9 ¢ Ft, 2 +y — x —y. C-ad :
VreF, sp(x) =z, "ye 't sp(y) = —y.

Si F' est de codimension 1, on dit que c’est une réflexion orthogonale.

FEzercices.

1) Soit s € Z(F). Alors s est une symétrie orthogonale < s = Idg et ker(s —
1)L ker(s +1).

2) Soit F S On a Sp = 2pF —IdE = IdE — 2pFL.

3) Soit 0 # v € M1 (R) un vecteur colonne. Montrer que R, := I, — 72-v.'v est

une réflexion orthogonale. Par rapport au sous-espace Ru*.

Par exemple si v = <(1)> , alors R, = (_01(1]>, siv = (_11> , alors R, = (?6)
4) Soit S € #,,(R). Montrer que S est une matrice de symétrie orthogonale (pour

le produit scalaire usuel de R") < S? = I, et 'S = S.

Proposition. Une matrice de symétrie orthogonale est orthogonale. De plus,

les réflexions orthogonales engendrent O, (R).

II1.4 Les réflexions orthogonales engendrent O, (RR)

Proposition. Soit O € O,(R). Soit k = rang(O — I,,).
i) Si R =ry...rs ol les r; sont des réflexions orthogonales, alors s > k.
ii) Il existe des réflexions orthogonales 71, ..., 7. telles que O = ry...r.

Démo. Soit R une réflexion orthogonale, alors
ker(R — I,,) n ker(RO — I,,) < ker(O — 1,,).

Or, dimker(R — I,,) = n — 1 donc

dim ( ker(R—I,)~ker(RO—I,,) ): n—1-+dimker(RO—I,)—dim ( ker(R — I,) + ker(RO — I,,)

o

)

Y
=n—1loun

= dim ker(RO — I,,) ou dimker(RO — I,,) — 1
> dimker(RO — I,) — 1
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d’ou
dimker(O — I,,) = dimker(RO — I,,) — 1
< n —dimker(RO — I,,) = n — dimker(O — I,) — 1
< 1rg(RO — 1,,) = rg(O — 1,,) — 1.
i) Si O = Ry...R;, alors R...R,0 = I, = rg(Rs.. RO —1,,)) =0 > rg(O—1I,) —
s=s=k.

ii) On raisonne par récurrence sur k = rg(O — I,,) = 0.
Siv =0z —x #0, alors ker(O — I,) < ker(R,O —I,) ' =1g(0O—1,) — 1<

x¢ xe
rg(R,0 — I,,) < rg(O — 1I,,) = rg(R,0 — I,,) = rg(O — I,,) — 1. Par hypothése de
récurrence, il existe Ry, ..., Ry_1 des réflexions orthogonales telles que :

RUO = Rl.-..Rk_l =0 = Rle...Rk_l
produit de k réflexions orthogonales.

Exercices.

1) SiR=ry.r,oury,...,r sont des réflexions orthogonales, alors k& > rang(R —
I,). Indication. YA € M, (R), Yr réflexion orthogonale, rang(rA—1I,) > rang(A—
I,)—1.

0001

2) Soit O = (1)?88 € O4(R). Alors rang O — I, = 3 et
0010

0100 1000 1000

o0 [ 1000 0010 0100

— 10010 0100 0001

0001 0001 0010

3 réﬂexionszrthogonales

f.v=0x—2 # 0= 2 ¢ ker(O — I,). Dautre part, R,Ox = © < Ox = R,z < Oz =
v — =vlvr e v = —Zvhvr o —Zlvr = 1 e 2z = v 20z — 2)z = 'Oz —

7)(Or —2) & —2(*2'0x —txz) = t2 'O0 x —'2'Ox — 202 + trx < '2'Ox = '20x ce qui est

I”L
vrai car ‘20z € A1 1(R) = 20z = '(*z0z) = '2'Ox.
Enfin, y € ker(O — I,,) © Oy = y = "0y = tvy = 1(Ox — 2)y = 2! Oy — toy = toy — tay =
0= R,0y =y — 2000y = yc-a-d y € ker(R,O — I,,).

tyv
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