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III.2.2 Produit vectoriel

Définitions. (Produit vectoriel et produit mixte)

1) @x, y, z, x1, y1, z1 P �,
ˆx
y
z

˙
^

˜
x1
y1
z1

¸
:“

˜
yz1 ´ zy1
zx1 ´ xz1
xy1 ´ yx1

¸
P �3

2) @x, y, z, x1, y1, z1, x2, y2, z2 P �,
” ˆx

y
z

˙
,

˜
x1
y1
z1

¸
,

˜
x2
y2
z2

¸ ı
:“

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
x x1 x2
y y1 y2
z z1 z2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ P �.

Propriétés.

i) �
3 ˆ�3 Ñ �

3, pu, vq ÞÑ u ^ v est bilinéaire alternée.

ii) @u, v, w P �3, ru, v, ws “ pu ^ vq ¨ w †

iii) @u, v, w P �3, u ^ pv ^ wq “ pu ¨ wqv ´ pu ¨ vqw.

iv) @u, v P �3, ||u ^ v||2 “ ||u||2||v||2 sin2 α où α P r0, πs, pu ¨ vq “ ||u||||v|| cosα.

v) (Jacobi) @u, v, w, u ^ pv ^ wq ` v ^ pw ^ uq ` w ^ pu ^ vq “ 0.

Remarque. ÝÑx ^ ÝÑy K ÝÑx ,ÝÑy .

III.2.3 Formule de Rodrigues

Si ÝÑx “ tpx1, x2, x3q P �3, on pose ΛÝÑx :“
˜

0 ´x3 x2
x3 0 ´x1´x2 x1 0

¸
P A3p�q ‡. Soit

ÝÑ
k P �3 un vecteur de norme 1.

— La matrice de la rotation d’axe ÝÑ
k et d’angle θ P � est RÝÑ

k ,θ
“ I3 `

sin θΛÝÑ
k

` p1 ´ cos θqΛ2ÝÑ
k

.
— Comme application linéaire, on a :

@ÝÑv P �3, RÝÑ
k ,θ

pÝÑv q “ cos θ ÝÑv ` sin θ
ÝÑ
k ^ ÝÑv ` p1 ´ cos θqpÝÑ

k ¨ ÝÑv q ÝÑ
k .

Exemples. RÝÑe1 ,θ “ R1,θ “
˜
1 0 0
0 cos θ ´ sin θ
0 sin θ cos θ

¸
, RÝÑe3 ,θ “ R3,θ “

˜
cos θ ´ sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

¸
.

Exercice. R “ exppθΛÝÑ
k

q.
En particulier, R´1 “ expp´θΛÝÑ

k
q “ expptpθΛÝÑ

k
qq “ t exppθΛÝÑ

k
q “ tR et

détR “ exppTrpθΛÝÑ
k

qq “ exp 0 “ 1.

†. Pour le produit scalaire usuel de �3.
‡. C’est la matrice de ÝÑv ÞÑ ÝÑx ^ ÝÑv .
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Solution. exppθΛkq “ ř8
q“0

θq

q!
Λq

k. Or, un rapide calcul montre que @q ě 1, Λ2q
k “

p´1qq´1Λ2
k, Λ

2q`1
k “ p´1qqΛk. Donc

exppθΛkq “ I3 ` p
8ÿ

q“1

p´1qq´1θ2q

p2qq! q
looooooooomooooooooon

1´cos θ

Λ2
k ` p

8ÿ

q“0

p´1qqθ2q`1

p2q ` 1q! q
looooooooomooooooooon

sin θ

Λk

“ I3 ` sin θΛk ` p1 ´ cos θqΛ2
k “ Rk,θ.

III.2.4 Angles d’Euler

Exercice. Les matrices de SO3p�q sont de la forme

R1,αR3,βR1,γ

“
˜
1 0 0
0 cosα´ sinα
0 sinα cosα

¸ ˜
cos β ´ sin β 0
sin β cos β 0
0 0 1

¸ ˜
1 0 0
0 cos γ ´ sin γ
0 sin γ cos γ

¸

“
˜

cos β ´ sin β cos γ sin β sin γ
cosα sin β cosα cos β cos γ ´ sinα sin γ ´ cosα cos β sin γ ´ sinα cos γ
sinα sin β sinα cos β cos γ ` cosα sin γ ´ sinα cos β sin γ ` cosα cos γ

¸
,

α, β, γ P �.
Indication. Soit R P SO3p�q. il existe α, β P � tel que RpÝÑe1q “ R1,αR3,βpÝÑe1q †.

Alors D γ, pR1,αR3,βq´1R “ R1,γ.

Exemple.

˜
0 0 1
1 0 0
0 1 0

¸
“ R1,πR3,´π

2
R1,´π

2
.

†. ô Dα,β P �, Rpe1q “
˜

cosβ
cosα sinβ
sinα sinβ

¸
ce qui est possible car Rpe1q est un vecteur de norme

1.
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III.3 Symétries orthogonales

Définition. Soit F ď E. La symétrie orthogonale par rapport à F est l’ap-
plication linéaire sF : E Ñ E, @x P F, @y P FK, x ` y ÞÑ x ´ y. C’-à-d :
@x P F, sF pxq “ x, @y P FK, sF pyq “ ´y.

Si F est de codimension 1, on dit que c’est une réflexion orthogonale.
Exercices.

1) Soit s P L pEq. Alors s est une symétrie orthogonale ô s “ IdE et kerps ´
1qK kerps ` 1q.

2) Soit F ď E. On a sF “ 2pF ´ IdE “ IdE ´ 2pFK .

3) Soit 0 ‰ v P Mn1p�q un vecteur colonne. Montrer que Rv :“ In ´ 2
tv.v

v.tv est
une réflexion orthogonale. Par rapport au sous-espace �vK.

Par exemple si v “
´
1
0

¯
, alors Rv “

´´1 0
0 1

¯
, si v “

´
1

´1

¯
, alors Rv “

´
0 1
1 0

¯
.

4) Soit S P Mnp�q. Montrer que S est une matrice de symétrie orthogonale (pour
le produit scalaire usuel de �n) ô S2 “ In et tS “ S.

Proposition. Une matrice de symétrie orthogonale est orthogonale. De plus,
les réflexions orthogonales engendrent Onp�q.

III.4 Les réflexions orthogonales engendrent Onp�q
Proposition. Soit O P Onp�q. Soit k “ rangpO ´ Inq.

i) Si R “ r1...rs où les ri sont des réflexions orthogonales, alors s ě k.

ii) Il existe des réflexions orthogonales r1, ..., rk telles que O “ r1...rk.

Démo. Soit R une réflexion orthogonale, alors

kerpR ´ Inq X kerpRO ´ Inq ď kerpO ´ Inq.

Or, dim kerpR ´ Inq “ n ´ 1 donc

dim
´
kerpR´InqXkerpRO´Inq

¯
“ n´1`dimkerpRO´Inq´dim

´
kerpR ´ Inq ` kerpRO ´ Inq

¯
looooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooon

“n´1 oun

“ dim kerpRO ´ Inq ou dim kerpRO ´ Inq ´ 1

ě dim kerpRO ´ Inq ´ 1
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d’où
dim kerpO ´ Inq ě dim kerpRO ´ Inq ´ 1

ô n ´ dim kerpRO ´ Inq ě n ´ dim kerpO ´ Inq ´ 1

ô rgpRO ´ Inq ě rgpO ´ Inq ´ 1.

i) Si O “ R1...Rs, alors Rs...R1O “ In ñ rgpRs...R1O´Inq “ 0 ě rgpO´Inq´
s ñ s ě k.

ii) On raisonne par récurrence sur k “ rgpO ´ Inq ě 0.
Si v “ Ox ´ x ‰ 0, alors kerpO ´ Inqlooooomooooon

xR
Ă­“ kerpRvO ´ Inqlooooooomooooooon

xP

† ñ rgpO ´ Inq ´ 1 ď

rgpRvO ´ Inq ă rgpO ´ Inq ñ rgpRvO ´ Inq “ rgpO ´ Inq ´ 1. Par hypothèse de
récurrence, il existe R1, ..., Rk´1 des réflexions orthogonales telles que :

RvO “ R1....Rk´1 ñ O “ RvR1...Rk´1

produit de k réflexions orthogonales.
Exercices.

1) Si R “ r1...rk où r1, ..., rk sont des réflexions orthogonales, alors k ě rangpR´
Inq. Indication. @A P Mnp�q, @r réflexion orthogonale, rangprA´Inq ě rangpA´
Inq ´ 1.

2) Soit O “
¨
˝
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

˛
‚P O4p�q. Alors rangO ´ I4 “ 3 et

O “
¨
˝
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

˛
‚

¨
˝
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

˛
‚

¨
˝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

˛
‚

loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon
3 réflexions orthogonales

.

†. v “ Ox ´ x ‰ 0 ñ x R kerpO ´ Inq. D’autre part, RvOx “ x ô Ox “ Rvx ô Ox “
x ´ 2

tvv v
tvx ô v “ ´ 2

tvv v
tvx ô ´ 2

tvv
tvx “ 1 ô ´2tvx “ tvv ô ´2tpOx ´ xqx “ tpOx ´

xqpOx ´ xq ô ´2ptxtOx ´ txxq “ tx tOOloomoon
In

x ´ txtOx ´ txOx ` txx ô txtOx “ txOx ce qui est

vrai car txOx P M1,1p�q ñ txOx “ tptxOxq “ txtOx.
Enfin, y P kerpO ´ Inq ô Oy “ y ñ tvOy “ tvy “ tpOx ´ xqy “ txtOy ´ txy “ txy ´ txy “

0 ñ RvOy “ y ´ 2
tvv v

tvOy “ yc-à-d y P kerpRvO ´ Inq.

24 / 53


