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3. Soient a1, ..., an P �n, on pose P pa1, ..., anq “ tt1a1`...`tnan : 0 ď t1, ..., tn ď
1u. On définit par récurrence vol1P pa1q “ ||a1||, volnP pa1, ..., anq “ voln´1P pa1, ..., an´1qdpa
Vérifier par récurrence sur n que

volnpP pa1, ..., anqq “
a
détGpa1, ..., anq † .

II.6 Angles entre vecteurs de �n.

Définition. Soient 0 ‰ x, y P �n. L’angle entre x, y est le réel 0 ď xxy ď π tel
que

cos xxy “ xx, yy
||x||||y|| .

Exemple. xKy ô xxy “ π
2
; x, y colinéaires ô xxy “ 0 ou π.

Exercice. Soit un tétraèdre régulier dans �3. L’angle entre les vecteurs issus du
centre et pointés vers les sommets est Arccos ´ 1

3
“ π ´ Arctanp2?

2q.

Indication. Soit c le cosinus de l’angle cherché. On a

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
1 c c c
c 1 c c
c c 1 c
c c c 1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ pc´1q3p3c`1q “

0 car 4 vecteurs dans �3 sont toujours liés.

†. On peut interpréter volnP pa1, ..., anq comme le volume de P pa1, ..., anq.
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Figure 1 – α “ Arccosp´1
3
q
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III Matrices orthogonales

Soit pE, x¨, ¨yq un espace euclidien. Soit f P L pEq.
Définition. Sont équivalentes.

i) @x P E, ||fpxq|| “ ||x||.
ii) @x, y P E, xfpxq, fpyqy “ xx, yy.
iii) f envoie toute base orthonormale sur une base orthonormale.

iv) f envoie une base orthonormale sur une base orthonormale.

On dit que f est une transformation orthogonale si une de ces assertions est
vraie.

Notation. OpEq “ l’ensemble des transformations orthogonales de E.
Exercices.

1) OpEq ď GLpEq est un sous-groupe c-à-d IdE P OpEq, @f, g P OpEq, f ˝ g P
OpEq, @f P OpEq, f´1 P OpEq.

2) Si f P L pEq, alors f P OpEq ô rf sB P Onp�q pour toute base orthonormale
B de E (cf. définition ci-dessous) †.

Définition. Soit M P Mp�q. Sont équivalentes

i) tMM “ In « colonnes orthogonales ».

ii) M tM “ In « lignes orthogonales ».

iii) M inversible et M´1 “ tM .

Si une de ces conditions est vérifiée, on dit que la matrice M est orthogonale.
Remarques. i) ô « les colonnes de M forment une base orthonormale de �n »
ii) ô « les lignes de M forment une base orthonormale de �n »
Une matrice de rotation est une matrice orthogonale de déterminant 1.
Notations. Onp�q, SOnp�q.
Exercices.

1) @M “ ´tM P Mnp�q, expM P SOnp�q.
2) @M “ ´tM P Mnp�q, I ` M est inversible et pI ´ MqpI ` Mq´1 P SOnp�q. ‡

†. En effet, si B “ pe1, ..., enq, si A “ rf sB, alors @1 ď j ď n, fpejq “ řn
i“1 Aijei ñ @1 ď

i, j ď n, xfpeiq, fpejqy “ xř
k Akiek,

ř
k Akjeky “ ř

k AkiAkj “ ptAAqij .
‡. Si tM “ ´M , si λ P � est une valeur propre de M , alors il existe 0 ‰ x P Cn tel que Mx “

λx ñ txMx “ λtxx ñ ttxMx “ λtxx. Or, on a aussi : ttxMx “ txtMx “ txp´Mqx “ ´λtxx.
Comme txx “ ř

i |xi|2 ą 0, on peut simplifier et λ “ ´λ ñ λ P i�. Donc M n’a pas de valeur
propre réelle donc la matrice M ` In est inversible.
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3) SOnp�q ď Onp�q ď GLnp�q.
4) Si M P Onp�q, détM “ ˘1.

Exemples. Les matrices de permutations, In ´2vtv pour tout vecteur colonne v

de norme 1 pour le produit scalaire usuel, ´ 1
2

ˆ
1

?
3

´?
3 1

˙
, 1

3

˜
2´2´1
1 2 ´2
2 1 2

¸
, 1

2

¨
˝

1 ϕ 1
ϕ

´ϕ 1
ϕ

1
1
ϕ

´1 ϕ

˛
‚

où ϕ “ 1`?
5

2
sont orthogonales.

Exercice. Si n ě 1, alors
b

2
n`1

`
sinp ijπ

n`1
q˘

1ďi,jďn
P Onp�q.

III.1 Dimension 2

Proposition. SO2p�q “ tRα “
´
cosα´ sinα
sinα cosα

¯
: α P �u, O2p�q z SO2p�q “

tSα “
´
cosα sinα
sinα ´ cosα

¯
: α P �u.

Remarques. Rα est la rotation d’angle α, Sα est la symétrie orthogonale par
rapport à la droite « qui fait un angle α

2
avec l’axe des abscisses ».

Exercices.

1) @α, β, S2
α “ I2, RαRβ “ Rα`β, SαSβ “ Rα´β, SαRβ “ Sα´β, RαSβ “ Sα`β.

2) Rα “ expα
´
0´1
1 0

¯
.

III.2 Dimension 3

III.2.1 Axes d’une rotation.

Théorème. Si R P O3p�q, alors il existe v P �3 tel que Rv “ ˘v.
Démo. (Euler) Si tR ‰ R, alors tR´R est antisymétrique de taille 3 non nulle

donc de rang 2 (exo). Or, ker tR ´ R est stable par R. Donc si 0 ‰ v P ker tR ´ R,
alors Rv “ ˘v.

Si tR “ R, alors R2 “ I3 ñ �
3 “ kerpR ´ I3q ‘ kerpR ` I3q.

Définition. Soit I3 ‰ R P SO3p�q, alors dim kerpR ´ I3q “ 1 † On dit que
kerpR ´ I3q est l’axe de la rotation R.

†. Si dimkerpR´I3q “ 3, alors R “ I3 absurde. Si dimkerpR´I3q “ 2, alors le supplémentaire
kerpR ´ I3qK est stable par R et est de dimension 1 donc un espace propre. La valeur propre
associée est 1 (car le produit des valeurs propres est détR “ 1). Mais c’est impossible car alors
dimkerpR´ I3q “ 3. Si dimkerpR´ I3q “ 0, alors les valeurs propres de R sont soit ´1, z, z pour
un z P � z� absurde car alors détR “ ´|z|2 ‰ 1, soit ´1,´1,´1 (car les seules valeurs propres
réelles sont ˘1) absurde car alors détR “ p´1q3 “ ´1 ‰ 1.
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Corollaire. Soit R P SO3p�q, alors si tR ‰ R, l’axe de la rotation R est

kerR ´ I3 “ �
˜
R23 ´ R32
R31 ´ R13
R12 ´ R21

¸
.

Démo. Si ´1 est valeur propre d’une rotation R alors il existe P P O3p�q telle
que

tPRP “
˜´1 0 0

0 cos θ sin θ
0 sin θ ´ cos θ

¸

qui est symétrique ...
Exercice. @R P SO3p�q, DP P SO3p�q, R “ tPR1,θP pour un certain θ P �, où

R1,θ :“
˜
1 0 0
0 cos θ ´ sin θ
0 sin θ cos θ

¸
.

En déduire que toute rotation dans SO3p�q est produit de deux rotations d’angle
π.

fin du cours du 13/2
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