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3. Soient ay, ..., a, € R™, onpose P(ay,...,a,) = {tia1+...+tpa, : 0 < ty,...,t, <
1}. On définit par récurrence voly P(ay) = ||ail|, vol,, P(ay, ..., a,) = vol,—1P(ay, ..., a,—1)d(a

Vérifier par récurrence sur n que

vola(P(ay, ..., a,)) = A/détG(ay, ...,a,) T .

I1.6 Angles entre vecteurs de IR™.
Définition. Soient 0 # z,y € R". L’angle entre x,y est le réel 0 < 7y < 7 tel
(z, y)

[l=[llyll
Ezemple. v1y < ry =5 ; x,y colinéaires < Ty = 0 ou 7.

que

CoS Ty =

Ezxercice. Soit un tétraédre régulier dans R3. L’angle entre les vecteurs issus du

centre et pointés vers les sommets est Arccos — % = 7 — Arctan(2+/2).
lcce

Indication. Soit ¢ le cosinus de 'angle cherché. On a gi f g = (c—1)3}(3c+1) =

cccl
0 car 4 vecteurs dans R3 sont toujours liés.

1. On peut interpréter vol,P(ay,...,a,) comme le volume de P(aq, ..., an).
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FIGURE 1 — a = Arccos(—3)
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III Matrices orthogonales

Soit (E,{-,-») un espace euclidien. Soit f € Z(F).
Définition. Sont équivalentes.

‘ze B ||f ()] = [l]]
Yz,ye B, (f(2), f(y)) = (z,y).
f envoie toute base orthonormale sur une base orthonormale.
f envoie une base orthonormale sur une base orthonormale.
On dit que f est une transformation orthogonale si une de ces assertions est
vraie.
Notation. O(F) = l'ensemble des transformations orthogonales de FE.
Ezercices.
1) O(E) < GL(E) est un sous-groupe c-a-d Idg € O(E), "f,g € O(E), fog €
O(E), "feO(E), fte O(E).
2) Sife Z(E), alors fe O(F) < [f]s € O,(R) pour toute base orthonormale
% de E (cf. définition ci-dessous) T
Définition. Soit M € .#(R). Sont équivalentes
i) MM = I, « colonnes orthogonales ».
i) M'M =1, «lignes orthogonales ».
iii) M inversible et M1 =M.
Si une de ces conditions est vérifiée, on dit que la matrice M est orthogonale.
Remarques. i) < «les colonnes de M forment une base orthonormale de R™ »

ii) < «les lignes de M forment une base orthonormale de R" »

Une matrice de rotation est une matrice orthogonale de déterminant 1.
Notations. O,(R), SO, (R).

Ezercices.
1) "M =—'M e #,(R), exp M € SO,(R).
2) M = ~'M e #,(R), I + M est inversible et (I — M)(I + M)~ € SO, (R).*

. En effet, si = (e1,...,en), si A = [f]a, alors 1 < j < n, f(ej) = D1, Aije; = "1 <
i,j <n, (f(e:), fle;)) = Qi Ariers 2 Arjer) = 2o, AriArj = (FAA)4;.

1. SitM = —M, si A € C est une valeur propre de M, alors il existe 0 # x € C™ tel que Mz =
Az = ZMz = N7z = "z Mz = NZz. Or, on a aussi : "TMzx = ‘T Mz = '7(— M)z = —\'7z.
Comme 'Zz = Y, |2;> > 0, on peut simplifier et A = —\ = X € iR. Donc M n’a pas de valeur
propre réelle donc la matrice M + I,, est inversible.
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3) SO.(R) < On(R) < GL,(R).
4) Si M e On(R), détM = +1.

Ezemples. Les matrices de permutations, I,, — 2v'v pour tout vecteur colonne v

1 1 V3Y) 1 %_22 _% 1 1¢ glb
de norme 1 pour le produit scalaire usuel, —3 ( ) ;3 2,523
—V3 1 21 2 L

ol ¢ = 1+—2*/5 sont orthogonales.

Ezercice. Sin > 1, alors 4/ =25 (sin(ijfl))lqjq € O,(R).

III.1 Dimension 2

Proposition. SOs(R) = {R, = (COSO‘ - Sino‘) . ac R}, Os(R)\ SOs(R) =

sina cos
cos o sin
{50 = (Sina—cosa> »ac R}

Remarques. R, est la rotation d’angle «, S, est la symétrie orthogonale par
rapport a la droite « qui fait un angle ¢ avec I'axe des abscisses ».

FExercices.

]-) Va767 Sczy = 127 RocRB = Roc-i—ﬁa Socsﬁ = Roc—67 SocRﬁ = Soc—ﬁv Rocsﬁ = SOH—B-

2) R,=expa <(1)_01>

IT1.2 Dimension 3

I11.2.1 Axes d’une rotation.

Théoréme. Si R € O3(R), alors il existe v € R? tel que Rv = +v.

Démo. (Euler) Si 'R # R, alors 'R — R est antisymétrique de taille 3 non nulle
donc de rang 2 (exo). Or, ker'R — R est stable par R. Donc si 0 # v € ker 'R — R,
alors Rv = +v.

SitR = R, alors R? = I3 = R?® = ker(R — I3) @ ker(R + I3).

Définition. Soit I3 # R € SO3(R), alors dimker(R — I3) = 17 On dit que
ker(R — I3) est 'axe de la rotation R.

. Sidimker(R—13) = 3, alors R = I3 absurde. Si dim ker(R—I3) = 2, alors le supplémentaire
ker(R — I3)* est stable par R et est de dimension 1 donc un espace propre. La valeur propre
associée est 1 (car le produit des valeurs propres est détR = 1). Mais c’est impossible car alors
dimker(R — I3) = 3. Si dim ker(R — I5) = 0, alors les valeurs propres de R sont soit —1, z, Z pour
un z € C\ R absurde car alors détR = —|z|? # 1, soit —1, —1, —1 (car les seules valeurs propres
réelles sont +1) absurde car alors détR = (—1)3 = —1 # 1.
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Corollaire. Soit R € SO3(R), alors si ‘R # R, 'axe de la rotation R est
Ras — Rso
kerR— I3 =R | R31 — Ri3
12 — R
Démo. Si —1 est valeur propre d'une rotation R alors il existe P € O3(R) telle

-1 0 0
‘PRP = 0 cosf sinf
0 sinf —cos®

que

qui est symétrique ...

Ezercice. "R € SO3(R), 3P € SO3(R), R = PRy 4P pour un certain 6 € R, ou

1 0 0
Ryg:= [ 0cosf —sinf |.
0sind cos@

En déduire que toute rotation dans SO3(R) est produit de deuz rotations d’angle
.
fin du cours du 13/2
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