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II.3 Sous-espaces orthogonaux

Soit (E,{-,-)) un espace préhilbertien.
Notation. Soit X € E. On pose X+ ={ye E : "xe X, (x,y) = 0}.
C’est l'orthogonal de X.

Proposition
X1 = Vect(X)t est un sous-espace de E :

) P ;

) 0+ = E, Et = 0,

i) YF<E, F<F** rt=prt Fyrt=F@Ft
) VEEGLSE, (F+G)t=F'nGH FH+GE< (Fn Q)
)

si F' est de dimension finie, alors £ = F'@ F* et si E est de dimension finie,
alors dim F' + dim F* = dim E ;

vi) Si E est de dimension finie, alors "F < E, F = F*+ "F.G < E, F* + G+ =
(FnG)*
I1.4 Projections orthogonales

Soit E,{-,-) un espace euclidien.

I1.4.1 Définition

Soit F < E. Soit z € E. Soient z1 € F, 5 € F* tels que = x; + z5. On pose
pr(z) = x1. Clest la projection orthogonale de x sur F.

Remarque. Soient z,y € E. Alors y = pp(z) < ye Fetx —ye F*.

FEzercice. Soit p € Z(F). Alors p est une projection orthogonale < p? =
p et ker pLlim p.
11.4.2 Formule

Si fi,..., fr est une base orthonormale de F, alors pp(z) = {(x, fi)fi + ... +

11.4.3 Distance a un sous-espace

Soit z € E, alors d(z, F) = infyep ||z — y|| = ||z — pr(x)]].
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Proposition. (Matrice d’une projection orthogonale.) Soit pr la pro-
jection orthogonale sur F. Si & = (ey,...,e,) est une base orthonormale de E,

alors
[brls = B(BB)™"B

ou B = ({e;, f)) 1sisn € Moy, est la matrice d'une base (fy, ..., fx) quelconque de
F dans la base &.
Démo. Soit f € Z(E) tel que [f]g = B("BB)"""B. Soient x € E,y € F.

L1 1
Alors il existe X = ( : ) e Mn(R),Y = ( : ) € M (R)tels que z =
Tn Yk

rie1 + ...+ Tpen, Yy = Y1 f1 + .+ yifr
Alors
(@~ f(@),y) = (X — B('BB)"BX)BY
='XBY ~'XB('BB) '"BBY
I
=1y

='XBY -'XBY =0 .

C’est vrai pour tout y € F donc = — f(x) € F*+ = f(z) = pr(z).
Q.e.d.

vty

Exemple. Si ' = R", si d est une droite, alors pg = £ ot v € A1 (R) est le

vecteur des coordonnées d’un vecteur directeur de d.
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I1.5 Matrices de Gram

Définition. Soient ey, ...,e, € E. On note G(ey,...,e,) = ({€;,€;))1<ij<n €
My(R).
Proposition.
— La matrice G(ey, ..., €,,) est symétrique positive.
— La matrice G(eq, ..., e,) est symétrique définie positive < détG(eq, ..., €,) >
0 < eq,..., e, sont R—linéairement indépendants.

. _  [d&G(z.f1,....fn)
Pour tout z € FE, |d(x, F) = détG(fli..,fn)
(fry s f) de F.

Exercices.
1. Si F ={(z,y) e R? : az + by = 0} < R? avec (a,b) # (0,0), alors (pour le
produit scalaire usuel), "(x,y)e R?, d((x,y), F) = 4/ |Z§IZ§|.

2. Calculer inf, j g Sé (23 — ax?® — bz — c)*dx.

pour toute base quelconque

Réponse.

B[O O [T =
O | Ut Oy [ =
DD | =00 | = | = | =

= N[00 [ s =

=N 0=

DO =00 | = | =

—
QO [t =

Fin du cours du 7/2
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