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V.4 Les formes bilinéaires antisymétriques

Définition. Soit E un K´espace vectoriel. On dit que φ : E ˆE Ñ � est une
forme bilinéaire antisymétrique si @x, y P E, φpx, yq “ ´φpy, xq.

Si K est de caractéristique ‰ 2, alors @x P E, φpx, xq “ 0.
Soit B “ pe1, ..., enq une base de E. On note rφsB “ pφpei, ejqq1ďi,jďn la matrice

de φ dans la base B.
Remarque. Si A “ rφsB, si x “ x1e1 ` ...`xnen, y “ y1e1 ` ...`ynen P E, alors

φpx, yq “ txAy où x “ tpx1, ..., xnq, y “ tpy1, ..., ynq.
Formule de changement de bases.
Soient B, B1 deux bases de E. Soit P “ PB,B1 . Soient A “ rφsB, A1 “ rφsB1 .

Alors
A1 “ tPAP.

Exemple. Soit φppx1, x2q, py1, y2qq “
ˇ̌
ˇx1 y1
x2 y2

ˇ̌
ˇ “ x1y2´x2y1. Soit B “ pp1, 0q, p0, 1qq, B1 “

pp1,´1q, p1, 1qq. Alors dans ce cas, P “
´

1 1
´1 1

¯
, A “

´
0 1

´1 0

¯
, A1 “

´
0 2

´2 0

¯
.

V.4.1 le rang

Soit K “ �,�,� ou �{p�, p premier.
Théorème. Soit A P AnpKq. Alors il existe P P GLnpKq telle que

tPAP “

¨
˚̊
˚̋

´
0 1

´1 0

¯

...´
0 1

´1 0

¯

0

˛
‹‹‹‚

avec r blocs
´

0 1
´1 0

¯
où 2r “ rgA.

Démo. Si n “ 2. On a

@m ‰ 0,

ˆ
1
m
0

0 1

˙ ´
0 m

´m 0

¯ ˆ
1
m
0

0 1

˙
“

´
0 1

´1 0

¯
.

Si n ą 2 et si A ‰ 0, il existe des vecteurs v1, v2 P Kn tels que tv1Av2 ‰ 0. On
peut supposer que tv1Av2 “ 1. Comme A est antisymétrique, @i “ 1, 2, tviAvi “ 0

donc v1, v2 sont indépendants et F “ Vecttv1, v2u est de dimension 2. Posons
L : Kn Ñ K2, v ÞÑ ptvAv1, tvAv2q. C’est une application linéaire, surjective car
Lpv1q “ p0, 1q, Lpv2q “ p´1, 0q. Donc dim kerL “ n ´ 2. Comme kerL X F “ 0
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(car @t1, t2 P K, Lpt1v1 ` t2v2q “ p´t2, t1q “ 0 ô t1 “ t2 “ 0), F ‘ kerL “ Kn.
Soit pv3, ..., vnq une base de kerL.

Soit P1 “ pv1|v2|v3|...|vnq P GLnpKq la matrice de passage de la base canonique
dans la base pv1, ..., vnq. On a :

tP1AP1 “ ptviAvjq1ďi,jďn “
˜

0 1
´1 0

A1

¸

où A1 P An´2pKq.
On peut donc raisonner par récurrence ...

Exemple. tP
´

0 In´In 0

¯
P “

¨
˚̋

´
0 1

´1 0

¯

...´
0 1

´1 0

¯

˛
‹‚

où P “ pδi,2j´1 ` δi,2pj´nqq1ďi,jď2n P O2np�q.

V.4.2 Pfaffien

Définition. Soit A P A2npKq une matrice antisymétrique. Si A est inversible,
il existe P P GL2npKq telle que

tPAP “ J :“
´

0 In´In 0

¯

et on pose PfpAq “ détpP´1q. Sinon, on pose PfpAq “ 0.
Proposition. C’est bien défini !
Démo. Nous le montrerons dans le cas réel seulement. Voir plus loin.
Exercices.

1) pPf Aq2 “ détA.

2) Pf

¨
˝

0 a12 a13 a14´a12 0 a23 a24´a13 ´a23 0 a34´a14 ´a24 ´a34 0

˛
‚“ a12a34 ´ a13a24 ` a23a34.

Indication. Si a12 ‰ 0, soient A “
¨
˝

0 a12 a13 a14´a12 0 a23 a24´a13 ´a23 0 a34´a14 ´a24 ´a34 0

˛
‚, P “

¨
˚̋
1 0 a23

a12
a24
a12

0 1´a13
a12

´a14
a12

0 0 1 0
0 0 0 1

˛
‹‚.

Vérifier que

tPAP “
¨
˝

0 a12 0 0
´a12 0 0 0
0 0 0 ˚
0 0 ´˚ 0

˛
‚

où ˚ “ a34 ´ a13a24
a12

` a23a14
a12

.

3) @P P GLnp�q, @A P Anp�q, PfptPAP q “ détP Pf A.
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V.4.3 Le groupe symplectique Sp2np�q Pas fait en cours ...

Soit J “
´

0 In´In 0

¯
P GL2np�q.

Définition. Sp2np�q “ tA P M2np�q : tAJA “ Ju.
Théorème. Sp2np�q est un sous-groupe de GLnp�q et @g P Sp2np�q, détg “ 1.
Démo. On vérifie que Sp2np�q est un sous-groupe de GL2np�q stable par t¨ et

que g P Sp2np�q ñ détg2 “ 1 ñ détg “ ˘1. Soit g P Sp2np�q X O2np�q. Alors

g “
´
AB
C D

¯

pour certaines A,B,C,D P Mnp�q et

tgJg “ J ô Jg “ gJ ô A “ D, B “ ´C .

Or ´
In In
iIn ´iIn

¯´1 ´
A B

´B A

¯ ´
In In
iIn ´iIn

¯
“

´
A ` iB 0

O A ´ iB

¯

ñ détg “
ˇ̌
ˇ A B
´B A

ˇ̌
ˇ “ |détpA ` iBq|2 ą 0 ñ détg “ 1 .

On applique la décomposition polaire à g P Sp2np�q quelconque : g “ OS

où O P O2np�q, S P S ``
2n p�q. En particulier, S “ ?

tgg. Soit B “ tgg. Soit
P pXq tel que @λ valeur propre de tgg, P pλq “ ?

λ, P pλ´1q “ 1?
λ
. Alors P pBq “?

B, P pB´1q “ ?
B

´1
.

Comme B P Sp2np�q, JB “ tB´1J . Donc

@n P �, JBn “ ptB´1qnJ

ñ JP pBq “ P ptB´1qJ
ñ J

?
B “

?
B

´1
J

ñ S “
?
B P Sp2np�q †

ñ O P Sp2np�q
ñ détO “ 1

†. Autre méthode. S P Sp2n ô SJS “ J ô ´JSJ “ S´1 ô ´JS´1J “ S. Or, ´JS´1J est
symétrique définie positive (ses valeurs propres sont les inverses de celles de S) et p´JS´1Jq2 “
´JpS´1q2J “ ´JpS2q´1J “ ´JB´1J “ B car B P Sp2n. Donc ´JS´1J “ S “ ?

B, l’unique
racine carrée définie positive de B.
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car O orthogonale
ñ détg “ détOdétS “ détS ą 0

car S est symétrique définie positive

ñ détg “ 1

Q.e.d.

Exercices.

1) Sp2p�q “ SL2p�q.
2) Si A P GLnp�q, alors

ˆ
A´1 0
0 tA

˙
P Sp2np�q.

3) Si B P Snp�q, alors
´
In B
0 In

¯
P Sp2np�q.

4) Soient A,B P Mnp�q. Alors
´
A ´B
B A

¯
P O2np�q X Sp2np�q ô A ` iB P Un

†.

†. On note Un “ tM P Mnp�q : tMM “ Inu.
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V.5 Noyau et rang d’une forme bilinéaire

Définitions. Soit E un �´espace vectoriel. Soit φ P BilSpEq Y BilApEq.
— Le noyau de φ est kerφ “ tx P E : @y P E, φpx, yq “ 0u.
— Le rang de φ, noté rgφ, est la dimension de l’image de l’application linéaire

γφ : E Ñ E˚, x ÞÑ φpx, ¨q †.
— On dit que φ est non dégénérée si kerφ “ 0 (pas fait en cours ...).
Remarque. Si E est un �´espace vectoriel de dimension n et de base B, si on

note B˚ la base duale de E˚, alors rφsB “ rγφsB,B˚ P Mnp�q.
Théorème du rang pour les formes bilinéaires symétriques et antisy-

métriques. Soit E un �´espace vectoriel de dimension n. Soit φ P BilSpEq Y
BilApEq. Alors :

n “ dim kerφ ` rgφ .

VI Géométrie affine

VI.1 Sous-espaces affines de �n

Définition. On dit que F Ď �n est un sous-espace affine si F “ H ou F “
x ` F “ tx ` u : u P F u pour un certain x P F et un F ď �n.

Remarque. Dans ce cas, F est unique et F “ tx1 ´ x2 : x1, x2 P Fu. On notera
F⃗ :“ F et dimF “ dim F⃗.

Un sous-espace affine non vide de dimension 0 est un point. Un sous-espace
affine de dimension 1 est une droite.

Exercices.

1) Un sous-ensemble F Ď �n est un sous-espace affine ô @λ P �, @x, y P F, λx`
p1 ´ λqy P F.

2) Une intersection quelconque et une somme finie de sous-espaces affines sont
encore affines.

Fin du cours du 3/4

†. On note E˚ “ L pE,�q.
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