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V.4 Les formes bilinéaires antisymétriques

Définition. Soit E un K —espace vectoriel. On dit que ¢ : £ x EE — R est une
forme bilinéaire antisymétrique si "z,y € E, o(z,y) = —¢(y, ).

Si K est de caractéristique # 2, alors "z € E, p(x,z) = 0.

Soit B = (eq, ..., €,) une base de E. On note [¢|s = (¢(e;, €;))1<ij<n la matrice
de ¢ dans la base B.

Remarque. Si A = [¢]s, si x = x1€1+ ... + Tpen, Yy = y1€1+ ... + Yne, € E, alors
o(x,y) ="vAy ou x ="(z1, ..., 20), ¥y = (Y1, e, Yn)-

Formule de changement de bases.

Soient B, B’ deux bases de E. Soit P = Ppg. Soient A = [p]s, A’ = [¢]s.
Alors

A" =TPAP.

Ezemple. Soit o((x1,22), (y1,42)) = ’i; Z;‘ = 21y —Tay1- Soit B = ((1,0),(0,1)), B" =
((1,-1),(1,1)). Alors dans ce cas, P = (_11 %), A= (_01(1)>, A = (_02(2))
V.4.1 le rang

Soit K = Q, R, C ou Z/pZ, p premier.
Théoréme. Soit A € o7,(K). Alors il existe P € GL,(K) telle que

(510)

'PAP = ( 0 1)

avec r blocs (_O

—_

(1)> ou 2r = rgA.
2.0n a

men (59 (58 (89) - (48)

Sin>2etsi A#0,il existe des vecteurs vy, v, € K™ tels que ‘v; Avy # 0. On

Démo. Sin

peut supposer que ‘v Av, = 1. Comme A est antisymétrique, Yi = 1,2, ‘v;Av; = 0
donc vy, ve sont indépendants et F' = Vect{vy,vs} est de dimension 2. Posons
L:K"— K% v~ ("wAvy,'wAv,). C'est une application linéaire, surjective car
L(v1) = (0,1), L(vy) = (—1,0). Donc dimker L = n — 2. Comme ker L n F' = 0
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(car Vti,ty € K, L(tyv; + tovg) = (—ta,t) = 0=t =ty = 0), F@ker L = K"
Soit (v, ..., v,) une base de ker L.

Soit Py = (vy|va|vs|...|v,) € GL,(K) la matrice de passage de la base canonique
dans la base (vy,...,v,). On a :

01
'PLAP; = ("0;Av))1<ijen = (—10 )
1

ou A1 € %_Q(K)
On peut donc raisonner par récurrence ...
(“10)
—10
Ezemple. ' P (10—%) P =
n 01
—10

ou P = (52',23'71 + 5i,2(j—n))1<i,j<2n € OQn(R)-

V.4.2 Pfaffien

Définition. Soit A € 2%, (K) une matrice antisymétrique. Si A est inversible,
il existe P € GLy,(K) telle que

'PAP = J = (Z)

et on pose Pf(A) = dét(P~'). Sinon, on pose Pf(A) = 0.
Proposition. C’est bien défini!
Démo. Nous le montrerons dans le cas réel seulement. Voir plus loin.
Ezercices.
1) (PfA)?=détA.
0 a;p a3 ay
2) Pf —a1a 0 ags ax

—a13—az 0 ag
—a14 —Q24 —A34

= (12034 — Q13024 + A23034.

0 Q12 Q13 Q14 10 % Z%
Indication. Siayy # 0, soient A = | — %12 0 azs ax P = Ol_ii a1
PRz | —aiz—ax 0 az |7 T oo 10 0
—Q14 —A24 —a34 0 00 O 1
Vérifier que
0 a19 00
t - —ai12 0 00
0 0 —=0

N __ a13az4 a23014
ou * = a34 a1 + o

3) "PeGL,(R), "Ae #,(R), Pf(!PAP) = détP Pf A.
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V.4.3 Le groupe symplectique Sp,,,(IR) Pas fait en cours ...

Soit J = (%) € GLon(R).

Définition. Sp,,(R) = {A € 4, (R) : PAJA = J}.

Théoréme. Sp,, (R) est un sous-groupe de GL,(R) et Vg € Sp,, (R), détg = 1.

Démo. On vérifie que Sp,,,(R) est un sous-groupe de GLy,(R) stable par *- et
que g € Spy,(R) = détg? = 1 = détg = +1. Soit g € Sp,,(R) N Oq,(R). Alors

_ (A|B
NG
pour certaines A, B,C, D € .,(R) et

tgJg=J = Jg=g9g] = A=D,B=-C .

1 .

() () () - (455t

— détg = )_443%3[‘ — |dét(A +iB)[> > 0 = détg = 1 .
On applique la décomposition polaire & g € Sp,,(R) quelconque : g = OS
ou O € 09,(R), S € S (R). En particulier, S = 1/fgg. Soit B = ‘gg. Soit
P(X) tel que Y\ valeur propre de tgg, P(\) = VA, P(\7!) = \%\ Alors P(B) =

VB, P(B™Y) =vB .
Comme B € Sp,, (R), JB = 'B~*J. Donc

"neN, JB" = (‘B)"J

= JP(B) = P("B™)J
—1
= JVB=vB J
= O € Sp,,(R)
= dét0 =1
. Autre méthode. S € Spy,, < SJS =J < —JSJ =S"1 < —JS71J=5.0r, —JS71J est
symétrique définie positive (ses valeurs propres sont les inverses de celles de S) et (—JS~1.J)% =

—J(S™1)2J = —J(8*)7'J = —JB~'J = B car B € Sp,,,. Donc —JS~'J = S = /B, I'unique
racine carrée définie positive de B.
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car O orthogonale
= détg = détOdétS = détS > 0

car S est symétrique définie positive

= détg =1

FEzercices.

1) Spy(R) = SLa(R).

2) Si Ae GL,(R), alors (AO ?4) e Span(R).

3) SiBe.#,(R), alors (%) € Span(R).
4) Soient A, B € #,(R). Alors (%) € O9,(R) N Span(R) & A+iBe U,

. On note U,, = {M € #,(C) : 'MM = I,}.
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V.5 Noyau et rang d’une forme bilinéaire

Définitions. Soit F un R—espace vectoriel. Soit ¢ € Bilg(F) u Bils(E).

— Le noyau de p est kero ={x e E : "ye E, p(x,y) = 0}.

— Le rang de ¢, noté rgy, est la dimension de 'image de ’application linéaire

Yo : E— E* x— p(x,-) 1.

— On dit que ¢ est non dégénérée si ker p = 0 (pas fait en cours ...).

Remarque. Si E est un R—espace vectoriel de dimension n et de base %4, si on
note #* la base duale de E*, alors [¢]|z = [V,]2,2% € #,(R).

Théoréme du rang pour les formes bilinéaires symétriques et antisy-
métriques. Soit £ un R—espace vectoriel de dimension n. Soit ¢ € Bilg(E) u
Bila(E). Alors :

n = dimker ¢ + 1gyp .

VI Géométrie affine

VI.1 Sous-espaces affines de IR"

Définition. On dit que F < R" est un sous-espace affine si F = ¢J ou F =
r+F={x+u: ue F} pour un certain z € F et un F' < R".

Remarque. Dans ce cas, F est unique et F' = {1 — x5 : 21,29 € F}. On notera
F:=Fet dimT = dim 7.

Un sous-espace affine non vide de dimension 0 est un point. Un sous-espace
affine de dimension 1 est une droite.

Ezercices.

1) Un sous-ensemble F € R™ est un sous-espace affine & "N\ e R, "z,y € F, Az +
(I1-Nyed.

2) Une intersection quelconque et une somme finie de sous-espaces affines sont

encore aflines.

Fin du cours du 3//

1. On note E* = Z(E,R).
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