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CORRIGÉ.

Exercice 1

Donner la définition d’un espace affine et donner un exemple. Un espace affine
réel est un couple pE , Eq où E est un ensemble, E un R´espace vectoriels tels
qu’il existe une application :

E ˆ E Ñ E , px, uq ÞÑ x ` u

qui vérifie :

(i) @x P E , @u, v P E, px ` uq ` v “ x ` pu ` vq.

(ii) @x P E , x ` 0 “ x.

(iii) @x, y P E , D !u P E, x ` u “ y.

Notation si x`u “ y, on note u “ ÝÑxy. Exemple. E “ Rn “ E avec l’application
R

n ˆRn Ñ R
n, px, uq ÞÑ x ` u, l’addition usuelle de Rn.

Exercice 2 Soit la matrice réelle R “ 1
7

˜

2 3 6
3´6 2
6 2 ´3

¸

.

a) Montrer que R est une matrice de rotation. Déterminer son axe et son angle.
Les colonnes sont de norme 1 car :

22 ` 32 ` 62

72
“ 1

et deux à deux orthogonales car :

2.3 ` 3.p´6q ` 6.2 “ 3.6 ´ 6.2 ` 2.p´3q “ 2.6 ` 3.2 ` 6.p´3q “ 0.

Donc R est une matrice orthogonale.
De plus,

détR “
1

73
p2.p´6q.p´3q ` 3.2.6 ` 6.2.3 ´ 6.p´6q.6 ´ 2.2.2 ` 3.3.3q “ 1.
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Donc R est une matrice de rotation.

Pour déterminer l’axe kerpR ´ I3q, on résout :

x “

ˆx1
x2
x3

˙

P R
3, Rx “ x ô

#

2x1 ` 3x2 ` 6x3 “ 7x1
3x1 ´ 6x2 ` 2x3 “ 7x2
6x1 ` 2x2 ´ 3x3 “ 7x3

ô

#

´5x1 ` 3x2 ` 6x3 “ 0
3x1 ´ 13x2 ` 2x3 “ 0
6x1 ` 2x2 ´ 10x3 “ 0

ô

#

´5x1 ` 3x2 ` 6x3 “ 0
´56x2 ` 28x3 “ 0 3L1 ` 5L2
28x2 ` 14x3 “ 0 6L1 ` 5L3

ô

!

´5x1 ` 3x2 ` 6x3 “ 0
´2x2 ` x3 “ 0

ô x1 “
3

2
x3, x2 “

x3

2
.

Donc l’axe de R est la droite R

˜ 3
2
1
2
1

¸

.

De plus si θ est l’angle de la rotation, TrR “ 1 ` 2 cos θ “ 2´6´3
7

“ ´1 ñ

cos θ “ ´1 ñ θ “ π mod 2π. Donc R est une rotation d’angle π.

b) Déterminer P une matrice orthogonale telle que : R “ P

˜

1 0 0
0´1 0
0 0 ´1

¸

P´1.

On a déjà trouvé kerR ` I3. Reste à déterminer kerR ` I3.

Soit x “

ˆx1
x2
x3

˙

. On résout

Rx “ ´x ô

#

2x1 ` 3x2 ` 6x3 “ ´7x1
3x1 ´ 6x2 ` 2x3 “ ´7x2
6x1 ` 2x2 ´ 3x3 “ ´7x3

ô

#

9x1 ` 3x2 ` 6x3 “ 0
3x1 ` x2 ` 2x3 “ 0
6x1 ` 2x2 ` 4x3 “ 0

ô 3x1 ` x2 ` 2x3 “ 0 ô x2 “ ´3x1 ´ 2x3.

Donc kerR ` I3 “ tx1

˜

1
´3
0

¸

` x3

˜

0
2
1

¸

: x1, x3 P Ru “ R

˜

1
´3
0

¸

`R

˜

0
2
1

¸

.
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Posons donc v1 “

¨

˚

˚

˝

3
2
1
2
1

˛

‹

‹

‚

||

¨

˚

˚

˝

3
2
1
2
1

˛

‹

‹

‚

||

“ 1?
14

˜

3
1
2

¸

, v2 “

¨

˚

˝

1
´3
0

˛

‹

‚

||

¨

˚

˝

1
´3
0

˛

‹

‚

||

“ 1?
10

˜

1
´3
0

¸

, v3 “

v1 ^ v2 “

Exercice 3

Soit E “ Rď2rXs l’espace des polynômes réels de degrés ď 2. Pour tous P,Q P

E, on pose

xP,Qy “

ż 1

0

P pxqQpxqdx .

a) Montrer que pE, x¨, ¨yq est un espace euclidien. Quelle est sa dimension ?

b) Montrer que l’application linéaire

E Ñ E, P pXq ÞÑ P p1 ´ Xq

est un endomorphisme autoadjoint pour le produit scalaire x¨, ¨y.

c) Soit F le sous-espace de E engendré par les polynômes X,X2. Déterminer une
base orthonormée de F .

d) Montrer que le polynôme P “ ´10
3
X2 ` 4X est le projeté orthogonal du

polynôme constant 1 sur le sous-espace F , pour le produit scalaire x¨, ¨y.

e) Déterminer

inf
a,bPR

ż 1

0

p1 ` ax ` bx2
q
2dx.

Justifier sa réponse.

Exercice 4

Soit E “ M2pRq.
Pour tous A,B P E, on note xA,By “ TrptABq.

a) Montrer que x¨, ¨y est un produit scalaire sur E. L’application x¨, ¨y est clairment
bilinéaire. Si A,B P E, alors xB,Ay “ TrtBA “ TrtptBAq “ TrtAB “ xA,By.
Donc c’est symétrique.
Si 0 ‰ A “

´

a b
c d

¯

, alors :

xA,Ay “ Tr
´

a c
b d

¯ ´

a b
c d

¯

“ Tr

ˆ

a2 ` b2 ˚

c2 ` d2

˙

“ a2 ` b2 ` c2 ` d2 ą 0

car a, b, c, d P R. Donc on a bien un produit scalaire.
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b) Soit S ď E le sous-espace des matrices symétriques réelles. Dans E, déter-
miner une base de l’orthogonal S K pour ce produit scalaire. Comme S est
engendré par les matrices

x “

´

1 0
0 0

¯

, y “

´

0 0
0 1

¯

“, z “

´

0 1
1 0

¯

,

on a
A “

´

a b
c d

¯

P S K
ô

xx,Ay “ xy, Ay “ xz, Ay “ 0

ô Tr
´

1 0
0 0

¯ ´

a b
c d

¯

“ a “ 0, Tr
´

0 0
0 1

¯ ´

a b
c d

¯

“ d “ 0, Tr
´

0 1
1 0

¯ ´

a b
c d

¯

“ b`c “ 0

ô A “

´

0 b
´b 0

¯

“ b
´

0 1
´1 0

¯

.

Donc la matrice
´

0 1
´1 0

¯

est une base de S K.
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