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Licence de mathématiques
L2, algebre 4
examen final

mardi 12 mai 2026
durée 2H

Ni documents, ni calculatrices, ni téléphones, ni ordinateurs ne sont autorisés.

Exercice 1 On note ,(R) 'espace des matrices antisymétriques réelles de taille

n xn.

a) Montrer que l'application ¢ : o7,(R) x #,(R) — R, (A4, B) — —Tr(AB) est
un produit scalaire.
L’application ¢ est clairement bilinéaire. VA, B € 7, (R), p(A, B) = —Tr(AB) =
—Tr(BA) = ¢(B, A) donc ¢ est aussi symétrique. Soit 0 # A = (a;;)1<ij<n €
p(R). Alors (A, A) = —Tr(A%) = =30, D0 aijaji = X1 <, a7y car A
est antisymétrique. Donc —Tr(A?) > 0 car tous les a;; sont réels et au moins

un de ces termes est non nul. Donc ¢ est un produit scalaire.
b) Cas ot n = 3. Donner une base de l'espace @4 (R) et donner la matrice de ¢
dans cette base.

Les matrices de o73(R) sont de la forme

0 a c 0O 1 0 0O 0 O 0 0 1
—a 0 b |=a] =1 00 |+b] 0 0 1 |+c 0O 0 0 |,
—c —b 0 0O 0 0 0 -1 0 -1 0 0
a,b,ceR.
Donc les matrices :
0 1 0 0O 0 O 0 01
el = -1 0 0 |,e= 0 0 1 |,es= 0O 0 0
0 0 0 0 -1 0 -1 0 0

forment une base de 27 (R).
On a:
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Exercice 2 Soit € l'espace des fonctions réelles continues sur [0, Z].

a)

-1 0 0
Tr(e])=Tr| 0 -1 0 |=-2
0 0 0

Donc ¢(eq, e1) = 2. De méme, ¢(eq, e5) = ¢(es, e3) = 2.

0 0 1 00 O 0 00
On a aussi ejey = 00 0 |,ees= 0 0 —1 |,ee3 = 1 00
0 00 00 O 0 00

Donc V1 < i # j <3, p(e;,ej) = 0.

Voici la matrice de ¢ dans la base (eq, g, €3) :

2 01
020
0 0 2

2

On pose Vf,g € €, (f, ) = §Z fg.

Justifier que (-, -) est un produit scalaire sur C.

Cﬂ’est clairement bilinéaire et symétrique. Si f € G, aloﬂrs f?=0donc {f, f)=
805 f?=0. De plus, comme f est continue sur [0, 5], 805 f2=0= f =0. Donc
f#0={f f)>0. Ainsi, {-,-) est un produit scalaire.

Soit €; le sous-espace de C engendré par les fonctions sin et cos. Trouver une

base orthonormée de C; pour le produit scalaire (-, -).

On pose e; = sin, e; = cos. On utilise la méthode de Gram-Schmidt. Soient

s
7 .
sintcostdt .
_Jo’ sintcostat - sin. Or,

N o feafi)p
fi=e, fa=e i/t o8 §7 sin? tdt

. 1 (2. 1 = 1
sintcostdt = = | sin(2t)dt = —[—cos(2t)]§ = =
0 2 4 2

0

(& — ~[sin(20)]3) =

N | —
R
N | —
N

3 1 (2
f sin® tdt = J (1 — cos(2t))dt =
0 2 Jo
2 /[
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Donc f; = sin, fo = Cos—%sin. La base (fi, fo) est orthogonale. La base

(v1,v9) est orthonormée o :

v_flzsin:%
VAL VE TR
o f2
|| f2]]

or,

jus

2 2 2 4 4
I1fol? = | (cost — Zsint)?dt = | (cos’t + — sin®t — —sint cost)dt
2
0 m 0 m m

oo 4 © 41
T4 @24 w2
w2 —4
T 4r

2
Donc vy = \/7:[%4((305 —2

Déterminer le projeté orthogonal de la fonction constante 1 sur C;.

Le projeté orthogonal de A sur C; est donné par la formule :

sin).

4% o dAm (7 2 2
p(1) = (Lo )v1+(1,v2)ve = —(| sintdt)sin +———(| (cost——sint)dt)(cos ——sin)
7 Jo = —4" ) 7r s
4 4 2 2
= —sin+ 27T (1 — —)(cos ——sin)
T T —4 T T
cos
= 4(sin+—).
(sin - )

d) En déduire inf, jer Sog(l —acost — bsint)?dt.
On reconnait d(1,C;)% = ||1 — p(1)|%
Or, 1 —p(1) =1 — 4(sin +<2) et

2 t
Hl—pﬂWQZJ u—4anp—£%?»mt
0
2 16 8 8
= f (14 16sin*t + — cos®t — 8sint — —cost — — sint cost)dt
0 T T T
9r 8
-2 g
2 T
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1111

. . 1111
Exercice 3 Soit A = 1111
1111

a) Justifier que la matrice A est diagonalisable sur R et déterminer ses valeurs

propres.

La matrice A est diagonalisable sur R car symétrique. Notons A1, Ao, A3, A4
ses valeurs propres. Comme dimker A = 4 — rangA = 3, on peut supposer
AM=X=X=0.Comme TrA=4=X N+ X+ X3+ =0+X4=2X4,0na
A)4

b) Trouver une matrice orthogonale P € O4(R) et une matrice diagonale D telles
que A = PD'P.

On cherche une base orthonormée de ker A et ker(A — 41,). Comme ker A ={

X

: x+y+z+t:0},lcsvocteurs

1 0 0

—1 1 0
€1 = , €2 = , €3 =

0 —1 1

0 0 —1

est une base de ker A. On applique la méthode de Gram-Schmidt & la famille

(e1,e2,e3). On trouve :

1
ollall V2 g
0
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1 1
2 V6
1 1
¢ ey — (g, €} )€} _ 1 2 | _ 76
ey — {eg, €} )e] 3| _ V2
llea — {e2, 1€l | \@ 1 3
0 0
1
6/ _ €3 — <€37 €I1>€/1 - <€37 €/2>€,2 _ 1 1
T fles = ez ehel — Lesebpes|l  2V3 | g
-3
1
1
La famille (e}, €5, e}) est une base de ker A. On pose e4 = , c’est un
1
1

vecteur propre de A pour la valeur propre 4. On pose ¢ =

Comme la base (€], €}, €4, €}) est orthonormée, la matrice

1 1 11
V2 V6 2v3 2
_ 1 1 11
P (@l = | 2 2
0 —¥2 1 1
V3 243 2
V31
0 0 =% 3
est orthogonale et A = PD'P = PDP~! ou
0
0
D —
0
4

2 _1 2

3 3 3

; . _ 2 2 1

Exercice 4 Soit A = 2 :z -1

_1 2 2

3 3 3
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a)

Montrer que A est une matrice de rotation et déterminer son axe. Notons
C1, Oy, C5 les colonnes de A. Pour le produit scalaire usuel, on a :

(C1,C) = (2)2 - <§>2 + (;)2 =1

et de méme, (Cy, Cy) = (C5,C3) = 1. On a aussi :

2 1 22 12
22 2 1 12

<CQ,03> = ——.— + *.(—*) +

donc les colonnes sont deuzr a deux orthogonales de

w

w

w

w

Wl o
S Wl

A est orthogonale. De plus,

qeta 222,222 111
T 3337333 333
donc A est une matrice de rotation.
Trouver 6 € R tel qu’il existe une matrice orthogonale P vérifiant :

1 0 0
A=P| 0Ocosf —sinf | tP.
0sinf cosf

(On ne demande pas de calculer P)

Comme P est orthogonale, '{P = P! et TrA =1 + 2cos.
2,2, 2 1

Donc  + 5+ 5=2=1+2costl = cost = 3.

Donc ¢ = £%. On peut choisir § = 7.

En déduire AS.

On a:
6
1 0 0 1 0 0
A=P| 0 cos® —sinf | ‘P=P| 0 cos60 —sin6d |['P=1I;
0 sinf cosb 0 sin6# cos6H

car 60 = 27 et cos(2m) = 1, sin(27) = 0.

6 /[§]
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Exercice 5 Soient A; = (1,1), Ay = (2,3), A3 = (4,5), By = (3,4), By =
(3.3), B3 = (5.2) e R*,
a) Déterminer des équations pour les droites affines d; = (A4;B;), 1 = 1,2, 3.
b) Montrer que dj, ds, d3 sont concourantes.
a)
Soient z,y € R.
Le point M = (z,y) est sur la droite (A;B;) si et seulement si

yi v y|=0
1 1 1

ou Ai = (xivyi)v Bi = (x;’y;)
En particulier, M € (A By)
1 3 =2
<1 4 y|=0e-3r+2y+1=0
111
De méme, on trouve :
— M e (A3By) < y = 3.
M e (A3B;) <3z —3y+1=0
On obtient donc les équations des droites suivantes :
dy: =3rx+2y+1=0
dy:y=3
ds: 3z —2y+3=0
b)

On a :
MEdlﬂdg

—3r+2y+1=0
y=3
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De méme, M € dy N ds

8/



