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Exercice 1. On considere

VP,Q € R[X], o(P.Q) = /0 " P(cos(t)) Q(eos(t)) dt.

(1) Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R[X]. Justifier en détail pourquoi ¢ est défini positif.
(2) Soient P = aX +b, Q@ = cX +d € R[X] deux polynémes de degré au plus 1. Sous quelle(s) condition(s)

(portant sur a, b, c,d € R) sont-ils orthogonaux pour le produit scalaire ¢ 7

Exercice 2. Soit P € R[X], un polynéme défini sur R. Montrer 1'inégalité

(/11 tP(t)dt)2 < /11 P(t)dt,

Peut-on avoir égalité ? Si oui, pour quels éléments ?
Exercice 3. Soit R* muni du produit scalaire (X,Y) = Zi:l kxryr ot X = (z1,29,23,24) €t Y = (y1,Y2, Y3, Ya)-
On consideére le sous-espace vectoriel E = {(z1, 22,23, 24) € RY: 21+ 29 +23= 0}.
(1) Construire une base orthonormée de E.
(2) Quelle est la distance de (1,0,1,—1) & E (pour la distance associée au produit scalaire (., ))?
Exercice 4. (a) Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace préhilbertien F.
Montrer que F' C (F J-)L en général, avec égalité si la dimension de E est finie.

(b) On considére lespace de toutes les suites réelles E = {(an)neN | an € R} que 'on munit d’une structure

d’espace vectoriel avec I'addition composante par composante
(an)n + A (bn)n = (an + Aby ), pour tout A € R et toutes suites (ap)n, (bn)n € E.

Soit F' le sous-espace des suites qui s’annulent sauf pour un nombre fini de composantes et soit

o0
Z|aj|2 < oo} .

=0

(R) := {(an)n

1. Montrer que ¢?(R) est un sous-espace vectoriel de E qui contient F' comme sous-espace.

2. Montrer que le produit scalaire

<(a")n7 (bn)n> = Zajbj
Jj=0

est défini sur £2(R) (mais pas sur E). Il n’est pas nécessaire de montrer que (-,-) est un produit scalaire.

3. Trouver F+ (comme sous-espace de £2(R)) et, & la suite, (FL)L.



