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Controle continu 1

Exercice 1. On considere

(1)

YP.QERIX], ¢(P.Q) = [ Pleos(t) Qleos(t) dr.
0
Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R[X]. Justifier en détail pourquoi ¢ est défini positif.

Solution : Symétrique :

VP,Q € RIX], ¢o(P,Q) = /Oﬂ P(cost)Q(cost) dt = /OTr Q(cost)P(cost) dt = p(Q, P)

Bilinéare :

Soient Py, P, Q € R[X] et A € R.

o(APy + P2, Q) = /Oﬂ()\Pl(cos t) + Py(cost))Q(cost) dt

Par linéarité de I'intégrale
= ASD(Plv Q) =+ ()O(PQa Q)
Donc ¢ est linéaire a gauche. Puisque c’est symétrique elle est linéaire a droite aussi. Donc ¢ est bilinéaire.

Définie-positive :

p(P,P) = / P(cost)?dt > 0
0

Supposons (P, P) = 0 alors [ P(cost)?dt = 0. La fonction t — P(cost)? est continue et positive. Donc
elle est nulle sur [0, 7]. Or cost parcourt [—1, 1] lorsque ¢ € [0, 7]. Donc Va € [—1,1], P(z) = 0. Un polynéme

ayant une infinité de racines est nul. Donc P = 0.

Conclusion : ¢ est un produit scalaire sur R[X].

Soient P = aX + b, Q = cX + d € R[X] deux polynémes de degré au plus 1. Sous quelle(s) condition(s)

(portant sur a, b, c,d € R) sont-ils orthogonaux pour le produit scalaire ¢ 7

Solution : Soient P = aX + b, @ = cX + d. Alors P(cost) = acost + b, Q(cost) = ccost+d

o(P,Q) = [;(acost+b)(ccost+d)dt
= ac [y cos’tdt + (ad + be) [ costdt + bd [ 1dt.

Or [fcostdt=0; [ 1dt =m; [ cos’tdt =F. Donc 0 = p(P,Q) =7 (% + bd).
Ainsi P = aX +b,Q = ¢X + d sont orthogonaux si ac + 2bd = 0.

Exercice 2. Soit P € R[X], un polynome défini sur R. Montrer I'inégalité

(/_11 tP(t)dt>2 < /_11 P(t)2dt,

Peut-on avoir égalité ? Si oui, pour quels éléments ?



Solution : On considere le produit scalaire

1
(P,Q) = / P()Q(t) dt

-1
Alors par l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour @ = X, P € R[X] on a :

(P,Q)]° < (P, P)(Q,Q)
Or ) 1 i 2
(P, P) =/ P(t)%dt et (Q,Q) :/1t2dt: [3} -2

1 _

Donc

Comime % < 1 on obtient bien

(/_11 tP(t) dt)2 < z/_ll P(t)?2dt < /_11 P(t)? dt.

L’égalité dans Cauchy-Schwarz a lieu si et seulement si P et Q = X sont proportionnelles. Mais 1’égalité demandée

Cas d’égalité :

n’est possible que si P = 0.

Exercice 3. Soit R* muni du produit scalaire (X,Y) = Eizl kxpyr ou X = (x1,22,23,24) €t Y = (y1,Y2, Y3, Ya)-
On considere le sous-espace vectoriel E = {(x1, %2, 73,74) € R : 21 + 29 + 23 = 0}.

(1) Construire une base orthonormée de E.

Solution :
E = {(z1,22,23,74) ER*: 21 + 15+ 23 =0}
{(z1,22,23,74) ER* : 1 = —9 — 23}
= {(—=x2 — 3,%2,73,74) : T, T3,74 € R}
{z2(—-1,1,0,0) + 23(—1,0,1,0) + 24(0,0,0,1) : 2o, x5, 24 € R}
= Vect(uy = (=1,1,0,0),uz = (—1,0,1,0),us = (0,0,0,1))

La famille (u1,uq,us) est une génératrice pour E qui est aussi une famille libre (c’est assez simple & voir
que [c1ug + coug + czuz = Opa = ¢; = 0,7 = 1,2, 3].) Donc la famille est une base pour E.

On va utiliser algorithme de Gram-Schmidt pour I'orthogonalisation.

er =u = (-1,1,0,0),

g = up — 2o, — (-1,0,1,0) — %(—17 1,0,0) = (-2/3,-1/3,1,0),

(e1,e1)

€3 = us — 225536 - <(Z;Z>) ey = uz — Oe; — Oeg = (0,0,0,1).

On a (e1,e1) =3, (e, e2) = %7 (e3,e3) = 4.

Donc (%(—1, 1,0,0), \/%(—2, -1,3,0), %(070, 0, 1)) est une base orthonormée de E.

(2) Quelle est la distance de (1,0,1,—1) & E (pour la distance associée au produit scalaire ,))?

Solution : On a R* = E @ E+ donc Vz € R*, 2 = Pr(x) + Pg.(x). Ainsi ||z — Pg(z)|| = | Pg. (z)|. De plus

dimE =3 = dimE+ =1 on
E+ {a e R*: (a,u;) = 0,i =1,2,3}

= {(z1,72,23,74) €ER*: 2y = 229,21 = 323,04 =0}

= Vect(w = (6,3,2,0)).

Soit a = (1,0,1,~1) alors d(a, E) = [la — P(a)|| = [P ()] = [[{&%w|| = Ll = 1z 2v/66



Exercice 4. (a) Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace préhilbertien F.

Montrer que F' C (F J-)J' en général, avec égalité si la dimension de E est finie.

Solution : Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace préhilbertien E. On rappelle que I'orthogonal F* de F est
défini par : F+ ={r € E|Vy € F,(z,y) = 0}.
— Inclusion F' C (F+)* : Soit € F. Pour tout y € F'*, on a par définition de F* :

(x,y) =0.

Cela signifie que z € (F+)+. Donc, F C (F1+)*L.

— Kgalité en dimension finie : Il es facile & voir que pour tout sous-espace G de E, on a GNGL = {0} car si
v € GN G, alors v doit étre orthogonal & lui-méme, ce qui implique que ||v||? = (v,v) = 0.
Supposons maintenant que E soit de dimension finie. On obtient alors que G' + G+ = E et, avec le résulat
précédent E = G @ G*. Choisissons simplement une base ey, ...,e; de G que 'on compléte en une base
e1,...,e, de E. En applicant le procédé de Gram-Schmidt (dans I'ordre de la base), on obtient une base
orthonormée de E pour laquelle les premiers k vecteurs se trouvent dans G et les (n — k) vecteurs restants
sont orthogonaux aux premiers. On a donc e; € G si j < ket e; € G si j > k.
On a montré que

dim F + dim F+ = dim F ,

mais aussi

dim F+ 4+ dim(F)* = dim E.
Ces deux équations ensemble montrent que dim F = dim(F+)+ et comme F C (F+), ona F = (F1)*.

(b) On considere I'espace de toutes les suites réelles E = {(an)neN | a, € R} que 'on munit d’une structure

d’espace vectoriel avec ’addition composante par composante
(an)n + A (bn)n = (an + Aby), pour tout A € R et toutes suites (ap)n, (bn)n € .
Soit F' le sous-espace des suites qui s’annulent sauf pour un nombre fini de composantes et soit

A(R) := {(an)n i laj|? < oo} )
j=0

1. Montrer que ¢?(R) est un sous-espace vectoriel de E qui contient F' comme sous-espace.

Solution :

— Pour tout a,b € R, nous avons 0 < (a & b)? = a? £ 2ab + b2, donc |2ab| < a? + b? et en particulier
la+b]* < |a]* + 2a] b + [b]* < 2(|al* + |b]?).
Si (an)n, (bp)n € 2(R), A€ R et N € N, alors :

N N N ] o)
D olag+ AP <2 [ Y a0 ] <2 Do laP AP I | < oo
=0 =0 =0 =0 =0

Comme la suite (Z;'V:o |a; 4+ Ab; \2)N est croissante et bornée, elle converge. Donc (ay ), +A(by)n € £2(R),
ce qui montre que £2(R) est un sous-espace vectoriel de E.

— Toute suite de F' a un nombre fini de termes non nuls, donc sa série des carrés est finie. Ainsi, F' C (?(R).



2. Montrer que le produit scalaire

<(an)m (bn)n> = Zajbj
=0

est défini sur £2(R) (mais pas sur E). Il n’est pas nécessaire de montrer que (-,-) est un produit scalaire.

Solution : Soient (ay )y, (by), € £2(R). 1l suffit de montrer que la série est > i ajb; converge absolument,
cest-a-dire, 377 a;b;| < oo.

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous avons pour tout NV € N

N N 2 1/2 . 2 1/2
> agbil < 1Y gl > bl <D el > 1b)? < oo0.
=0 j=0 j=0 j=0 j=0

Le produit scalaire est donc bien défini sur £%(R).
3. Trouver F+ (comme sous-espace de /2(R)) et, & la suite, (FL)L.

Solution :

— Soit (an)n € L2(R). Alors (a,), € F* si et seulement si pour toute suite (b,,), € F, on a :

i Cijj =0.
7=0

Comme F' contient les suites qui valent 1 en une seule position et 0 ailleurs, cela implique que a; = 0
pour tout j. Donc F+ = {0}.
Par conséquent, (F1)1 = ¢?(R) et en particulier F' # (F1)*.



