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Fiche TD n°2,
Equations différentielles

Equations différentielles linéaires du premier ordre

Exercice 1.

Déterminer la solution générale, puis la spécialiser aux conditions initiales données.
(Ci-desous y € C1(R) et Pargument de la fonction y est = € R.)

a) y' =3y =0, y(0)=2. g) ¥ +a?y=0, y(0)=e

b) ¥’ =3y =0, y(0) =2 h) cosh(z)y — sinh(z)y =0, y(0) = 2.
©) ¥+ =0, y(3) = i) cosh(z)y' +sinh(z)y =0, y(0) = 2.
d) ' +cos(z)y =0, y(m)=—2.

e) y +cos(z)y=0, y(m)=-2. D A+at)y +y=0, y(1) =1

f) ¥/ +sinh(z)y =0, y(0)=1. k) (1+23)y +z2y=0, y(/3)=1.

Exercice 2.

Déterminer la solution générale de y pour = €] — %, %[, puis la spécialiser aux conditions initiales
données.

a) vV1—4xz?y +y=0, y(0)=1. d) (1-42*)y +42y=0, y(0)=1
b) V1—4a2y +y=0, y(i)=1 e) (1 —4z%)y +8zy=0, y(0)=1.
c) V1—4dz?2y +4zy =0, y(0)=1. f) (1-42?)y' + 162y =0, y(0)=1.

Exercice* 3.
Soit I un intervalle de R. On considere I’équation différentielle :
(B)  2%/(2)—y(a) =0, ze L.

a) Déterminer les solutions de (E) quand I =]0, +oo].
b) Déterminer les solutions de (E) quand I =] — o0, 0].

c) (E) admet-elle des solutions non-nulles définies sur R ?

4 (CF 2025).

L’objectif de cet exercice est de résoudre I’équation différentielle
sin(z) 9 (z) + cos(x) y(z) = dwe™2® (1)

sur l'intervalle |0, 7[, pour la condition initiale y(1) = 0.

1. Trouver la solution générale gy, du probléme homogene associé
sin(x) ¢/ (z) + cos(z) y(z) = 0.

2. En utilisant la méthode de variation de la constante, trouver une solution particuliere y, de
I’équation (1).

3. En déduire la solution de I’équation (1) pour la condition initiale prescrite y(1) = 0.



Exercice 5 (CCF 2023).

Dans cet exercice, nous voulons résoudre 1’équation différentielle suivante pour la condition initiale

y(0)=0:
(2+sinz)y' + cos(z)y = €. (2)

a) Trouver la solution générale y; du probléeme homogene associé, c.-a-d. de 1’équation
(2+sinx)y' + cos(z)y = 0.

b) Trouver une solution particuliere y, de I’équation différentielle (2) en utilisant la méthode de
variation de la constante.

c) Conclure : donner la solution de I’équation (2) sous la condition initiale y(0) = 0.

Exercice 6.

Dans cet exercice, nous voulons résoudre 1’équation différentielle suivante pour la condition initiale
y(0) =0:
(2 +sinz)y + cos(z)y = xe”. (3)

a) Trouver la solution générale y; du probleme homogene associé, c.-a-d. de I’équation
(2 +sinz)y + cos(z)y = 0.

b) Trouver une solution particuliere y, de I’équation différentielle (3) en utilisant la méthode de
variation de la constante.

c) Conclure.

Exercice 7 (CC 2023).

Dans cet exercice, nous voulons résoudre 1’équation différentielle suivante pour la condition initiale

y(0)=0:
(1+2%)y +2zy =z cosz. (4)

a) Trouver la solution générale y; du probléeme homogene associé, c.-a-d. de 1’équation
(1+2%)y + 22y = 0.

b) Trouver une solution particuliere y, de I’équation différentielle (4) en utilisant la méthode de
variation de la constante.

c) Conclure.

Exercice| 8.

Le but de cet exercice est de trouver y € C1(] — 5, 51) qui satisfait
cos(z)y' — 2y = 2cos(z) + sin(2z)

avec la condition initiale y(0) = 1.

a) Résoudre 'intégrale suivante pour x €] —1,1] :

Indication : On observe que Cosl(v) =
résultat pour I.



c) Trouver la solution générale de
cos(z)y —2y =0

pour z €] — 7, Z[.

d) Trouver une solution particuliere de
cos(z)y’ — 2y = 2cos(x) + sin(2x)

—z. I

pour = €] — 3, 5[.

Indication : Utiliser la méthode de variation de la constante.
e) Conclure.
Exercice 9 (CCF 2022).

1. Résoudre sur [0, +oo] 'équation

, 1

(Eo): y —myzo-

2. A laide du changement de variable u = /1 + ¢, calculer

)\(x):/ Y
0 1+1¢

pour tout x € [0, +oo] .

3. Résoudre sur [0, +-o00[ I’équation différentielle

()~ g

2z +1

(E1) @y — 22y = exp(z? — ). (E3) : v —ytan(z) = sin(z).
(E2) : 2y —y+In(x) = 0. (Ey) : y'sin(x) +ycos(z) +1=0.

a) Déterminer la solution y de E; définie sur R et telle que y(1) = 3.

—_

b) Déterminer la solution y de Eo définie sur R et telle que y(e) =

c) Déterminer la solution y de E3 définie sur | — 7, 5[ et telle que y(

d) Déterminer la solution y de Fy définie sur |0, 7| et telle que y(§)

) = 0.

ISE

—1.

Exercice 11.

a) Deviner une solution de y' +y = 2.

b) Trouver la solution générale du probléme homogene associé, c-a-d. de ’équation y' + y = 0.
¢) En déduire la solution générale du probléme initial, c-a-d. pour y' +y = 2.

d) Trouver la solution de y' + y = 2 qui satisfait la condition initiale y(0) = 3.

Exercice 12.

a) Deviner une solution de y' + y = 2¢”.

b) Trouver la solution générale du probléeme homogene associé, c-a-d. de ’équation y' +y = 0.
¢) En déduire la solution générale du probléme initial, c-a-d. pour ¢’ + y = 2¢*.

d) Trouver la solution de ¢y’ + y = 2¢* qui satisfait la condition initiale y(0) = 3.

Exercice 13. Résoudre sur R les équations différentielles suivantes (trouver dans chacun de ces
cas la solution générale, puis la spécialiser pour y(0) =1) :



y'(z) = 2?y(x) ;

y'(z) — a?y(x) = 2%;

y'(z) — 2?y(z) = (1 — 2?)e”;
y'(x) — 2®y(x) = 2% + (1 — 2®)e”

Exercice 14.

a)
b)

c)

Deviner une solution particuliere de ’équation cosh(x)y’ — sinh(z)y = 1.

Trouver la solution générale du probléeme homogene associé et en déduire la solution générale
de cosh(z)y’ — sinh(z)y = 1.

Spécialiser a la condition initiale y(0) = 2.

Exercice 15.

a)
b)

c)

d)

Deviner une solution particuliére de ’équation sin(x)y' — cos(z) y = 1.
Trouver la solution générale de sin(z)y’ — cos(z)y = 0 pour z €]0, 7.

En déduire la solution spéciale qui satisfait la condition initiale y(3) = 2. Est-ce que cette
solution est bien définie en x = 77

En utilisant la solution générale de sin(z)y’ — cos(z) y = 0 pour = €]m, 27[, trouver la solution
spéciale qui satisfait la condition initiale y(%’r) = 2. Est-ce que cette solution est bien définie
enz=m"7

Exercice* 16.

Relation avec des espaces vectoriels :

a)

b)

Soit a € C°(R). Montrer que
E={yeC'R)|y () +a(z)y(x) =0, Vr € R}

est un sous-espace vectoriel de C!(R). Quelle est sa dimension ? En donner une base.

Soient a,b € C°(R) et b une fonction non-nulle. Montrer que
F={y e C'(R)|y(z) +a(z) y(z) = b(z), Yz € R}

n’est pas un sous-espace vectoriel de C1(R).

Exercice 17. On considére 1’équation différentielle (E) : (2% + 1)y’ — (2x + 1)y = —222 + 3.

a)
b)

Montrer que (E) admet une solution définie sur R de la forme x + ax + b ot (a,b) € R2.
En déduire la solution y € C1(R) de (E) telle que y(0) = 1.

Equations différentielles linéaires a coefficients constants

Exercice 18. (CC TMB 2009)

On va chercher a résoudre 3 + 2y = ze™*, y(0) = 2.

a)
b)

c)

Résoudre 'équation homogene y' + 2y = 0.

Chercher une solution particuliere de I’équation, soit on cherchant une solution sous la forme
y(x) = (ax + b)e™™, a,b, € R, soit au moyen de la méthode de variation de la constante.

En déduire toutes les solutions de ’équation proposée, puis la solution satisfaisant la condition
initiale.

Exercice 19. On considere 1’équation différentielle (w € R)

(E): y +y = 3sin(wz) + 4 cos(wz).



a) Montrer que (E) admet une solution ¢ définie sur R par ¢(z) = asin(wzx) + bcos(wzx), ou a et
b sont deux réels que 'on déterminera.

b) Retrouver une solution particuliere en utilisant 3 sin(wzx) + 4 cos(wz) = Re ((4 — 3i) expiwz]).

c) Déterminer la solution y € C1(R) de (E) telle que y(7=) = 0.
Exercice 20.

Déterminer les solutions y € C?(R,R) des équations différentielles suivantes (solution générale,
puis solution spéciale satisfaisant les conditions initiales).

a) y" +4y' +3y=0. y(0) =1 ,4(0)=0.
b) ¥ +y +y=0. y(0)=1,y(0) =-1
o)y +2y+y=0 y(1)=-1, y(1) =1
d) v +w?y=0. (weRL); y(0)=2, y/(0)=0.
e) v+my +9y=0. (meR); y0)=1, y(0)=1.
0y —(1—a)y —ay=0. (a €R); y(0) =1, y(0) = 2
Exercice 21 (CCF 2022).
Déterminer y la solution définie sur R du probleme suivant
{ y' =2/ +5y=0 , z€ER,

y(0) =1,4/(0) = 5.
Exercice 22 (CCF; 2024). Résoudre ’équation différentielle

y'(z) — 4y'(x) + 5y (x) =0 (5)
pour la condition initiale y(0) =1 et y/(0) = 1.
Exercice 23 (CC 2023).
Le but de cet exercice est de trouver la solution de
y" — 2y + 10y = 20 (6)
avec les conditions initiales y(0) = 1 et y/(0) = 2.
1. Trouver la solution générale y; du probleme homogene, c.-a-d. de I’équation

y" — 2y +10y = 0.

2. Trouver une solution particuliere y, de I’équation différentielle (6).
Indication : En deviner une.

3. Spécifier la solution générale du probleme et déterminer les constantes libres telles que les
conditions initiales soient satisfaites.

Exercice 24. L’objectif de cet exercice est de résoudre ’équation différentielle
y'(x) = Ty () + 12y(x) = 2¢*° (7)

pour la condition initiale y(0) =1 et y/(0) = 2.

1. Trouver la solution générale y;, du probléme homogeéne associé
y'(x) = T () + 12y(x) = 0.

2. Trouver une solution particuliere y, de I’équation (7).

Indication : rechercher une solution particuliére sous la forme yy(x) = Ce?”.



3. En déduire la solution de ’équation (7) pour la condition initiale prescrite
y(0) =1 et y/(0) = 2.

Exercice 25.

Soit I’équation différentielle
(E) :y" — 3y + 2y = 422

a) Montrer que (E) admet une solution y, définie sur R de la forme z +— az? +bx +c ol a, b et ¢
sont des réels a déterminer.

b) Résoudre (E).
Exercice 26. Soit ’équation différentielle
(E) :y" + 4y = cos(x).
Déterminer la solution y € C?(R,R) de (E) telle que y(0) = 1 et /(0) = 2.

Exercice 27.

Déterminer y la solution définie sur R du probléme suivant

y" — 2y + 5y = (5x —3)e** | x €R,
y(0) = 1,4/(0) = 5.

Exercice 28.

Dans cet exercice, nous voulons résoudre I’équation différentielle suivante pour les conditions ini-
tiales y(0) =1 et y/(0) = —1:

y" — 2y + 3y = 922 + 4¢”.
a) Trouver la solution générale yy du probléeme homogene associé, c.-a-d. de I’équation
y' =2y +3y=0.
b) Trouver une solution particuliere de I’équation
Y’ — 2y + 3y = 9x2e?®.

Indication : Trouver une solution de la forme y1(z) = (az?® + bx + c)e*®.

c) Trouver une solution particuliere yo de I’équation

y" — 2y + 3y = 4e”.
d) Conclure.
Exercice 29 (CC 2023).

Le but de cet exercice est de trouver la solution de
y' +2y +2y=10¢" (8)

avec les conditions initiales y(0) = 1 et y'(0) = 2.

1. Trouver la solution générale y; du probleme homogene, c.-a-d. de I’équation
Yy + 2y + 2y =0.

2. Trouver une solution particuliere y, de I'équation différentielle (8).



3. Spécifier la solution générale du probleme et déterminer les constantes libres telles que les
conditions initiales soient satisfaites.

Exercice 30.

Soit I’équation différentielle
(E):y" — 4y + 3y = (22 + 1) exp(—x).

Montrer que (E) admet une solution y, définie sur R de la forme x + (ax + b) exp(—z) ot a et b
sont des nombres réels & déterminer. Résoudre ensuite (E).

Exercice 31.

a) Trouver la solution générale pour y € C?(R,R) de
y" — 6y +13y =0.

b) Déterminer la solution qui satisfait y(0) = 2 et 3/(0) = 0.
¢) Déterminer la solution qui satisfait y(0) = 0 et y'(0) = 0.
d) Déterminer la solution de
y" — 6y’ + 13y = exp(2z) sin(3z)
qui satisfait y(0) =0 et y'(0) = 0.

Indication : On peut se servir du fait que exp(2z)sin(3z) = Sm (exp[(2 + 3i)x]).

32.

Le but de cet exercice est de trouver la solution de
y" + 2y + 5y = 20" cos 2z

avec les conditions initiales y(0) = 3 et y/(0) = —3.
Remarque : Une telle solution est unique. On obtient la méme, que 'on exige dés le début que y
soit & valeurs réelles, y € C%(R,R), ou que I'on admette y & valeurs complexes, y € C?(R, C).

a) Trouver un systéme fondamental dans C?(R, C) pour le probléme homogeéne associé en utilisant
la fonction exponentielle. Autrement dit, trouver une base pour ’espace vectoriel des solutions
a I’équation
y//+2y/+5y:0
a valeurs complexes. Puis écrire la solution générale de ce probléme homogene avec deux
constantes A, B € C. Quelle est la relation entre A et B de sorte que l’on ait une solution
du probleme homogene avec des valeurs réelles ?

b) En déduire un systeme fondamental pour le probleme réel, c.-a-d. trouver une base pour ’espace
vectoriel E = {y € C?(R,R)|y" + 2y’ + 5y = 0}. Puis écrire la solution générale du probléme
homogene avec deux constantes a,b € R. Quelle est la relation entre A, B et a,b?

c) Trouver une solution particuliere.
Indication : Essayer y = ae® cos2x 4+ fe® sin 2x pour a, f € R ou, mieux et équivalent (pour-
quoi ?), y = Re (Cexp[(1 + 2i)zx]), C = a —if € C. Dans la deuziéme méthode, on cherche
d’abord une solution de la forme y = Cexp|[(1 + 2i)z|, C € C, du probléeme y" + 2y’ + by =
20exp[(1 + 2i)x| et ensuite seulement on en prend la partie réelle.

d) En déduire la solution générale et puis la spécialiser aux conditions initiales.



