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CORRECTION
Exercice 1 Intégration habituelle
Soit
/6
I :/ e sin(3z) da.
0
Premiére solution : On intégre par partie. On pose
621
W)=t ule) =
v(z) =sin(3z), v'(x) =3 cos(3x).
Alors
/6 6 /6
I = / o (z)v(x)dr = [u(:c)fu(x)]g/ —/ u(z)v'(z) dr,
0 0

/6
/ e cos(3 ) du,
0

2% /6 /6 2
= [ sin(3 :B)] —/ —— 3 cos(3z)dz,
2 N
27/6 0 3 w/6
= (e 5 sin(37/6) — c sin(0) | — 2/ 2% cos(3x) dr,
0
/3 3 w/6 /3 3
:esin(w/Q)—z/o e?® cos(3x) dx = 62 ~3
car sin(0) = 0 et sin(7/2) = 1.
On intégre a nouveau partie, on pose
e?x
u'(z) = 27, u(z) = ER

On obtient
/3 3 2z /6 /6 2w
I 262 -5 [62 cos(3x)]0 /0 7( 3s1n3x>da:>,
/3 3 w/3 0 9 /6
= 62 -5 62 cos(m/2) — % cos(O)) ) / " sin(3 ) du,
e/t 39
- 277
2 + 4 47
car cos(m/2) = 0 et cos(0) = 1.
Ainsi " 5
2¢™°+3 9 9 449 13 2e™° 43
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Et donc
_2e™343
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Deuxiéme solution : On intégre par partie. On pose
— 3
u'(x) =sin(3z), u(x)= coz(z)j

v(z) =e", v (z) = 2€27.



Alors

0 3

/6 /6

:[ » cos(3 ] +/ e cos(3 x) iz,
0

12 Wﬁ

§ / 2% cos(3x) dr,

w \

car cos(m/2) = 0 et cos(0) = 1.

On intégre a nouveau partie, on pose

() = cos(3) u@)zsmfxl
v(z) = e2%, V'(z) = 2e27
On obtient 6 )
s /6
7 :1+2 9, Sin(3x) _/ 9 o2 Sln(Sx)d 7
3 3 3 0 0 3
1 2e73 4
= o7
3 * 9 9"’
car sin(0) = 0 et sin(7/2) = 1.
Ainsi " 8
2e™ 4 4 4 1 2e"
267_‘_3_,] PN [+,]:9i[:731267+3‘
9 9 9 9 9 9
Et donc
B 2¢™/3 +3
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Troisiéme solution : On cherche une primitive de 2% sin(3x) sous la forme F(z) = 2 (a sin(3x) +

b cos(3 x)) Alors pour tout x € R, on a

F'(x) = 2% sin(32) & 2622 (a sin(3x) + b cos(3 :L‘))—i—e“ (3@ cos(3x) — 3b sin(3 x)),
& e ((Za —3b) sin(3x) 4+ (2b+ 3a) cos(3x))).

On doit donc avoir

,_ 3 449 2
2a—3b:1, <f’> = 20,7 <:> 2 a = 9 <:> a—137
2b+3a = 0. N B ,_ 3 ,_ 3
a+2a— . ——Qa. =13
Ainsi
9 3 /6
I = {ezx <13 sin(3x) — R cos(3 1‘))]0 ,
2 2
= ¢™/3 (13 sin(m/2) — 1% cos(rr/2)> —é? <13 sin(0) — 1—33 cos(O)) ,
BETN)
1313
car sin(m/2) = cos(0) = 1 et sin(0) = cos(7/2) = 0.
On obtient donc
2¢7/3 43

I:
13



Exercice 2 Changements de variable

On pose z = sint et on remarque que la fonction t — sint est bijective sur [0, 6] Ainsi, si z = 0, alors
t=0etsix= % alors on prend ¢ = § pour que le changement de variable soit bijectif. De plus, on a
dx = costdt et ainsi :

J:/;l Od:p—/gCOSt _dt —/gCOStodt /g _—
0 (1—a?)z 0 (1—sin%t)2 0 (cos?t)2 o costt

On remarque maintenant que, pour tout ¢ € [0, %],

L1
costt  cos2t " cos?t

= tan'(¢) (1 + tan? t).

On obtient donc

6 6 6
J = / tan'(t) (1 + tan®t) dt = / tan’(t)dt + / tan’(t) tan? tdt
0

(=N

= 1
= [tant|§ + [tan®¢]
_ 1 ( >
\/5 3

Alternativement : on pouvait poser u = tant avec t — tant bijective sur [0, %], avec du = tan’ tdt, u = 0

—_

1

=
sit=0etu= si x = g. On obtient alors J = Jo2 (1 +u?)du et la fin du calcul est la méme.

&l

Exercice 3 Décomposition en éléments simples

1. La décomposition en éléments simples de F'(x) s’écrit

a b c
PO =3+ 31 x+2
On a donc
2X+1 (X -1 (X +2)+bX (X +2)+cX (X 1)
X(X-1)(X+2) X(X-1)(X+2) '
Et ainsi

2X +1=a(X —1)(X+2)+bX (X +2)+cX (X —1).

On choisit X = 0, on obtient

On choisit X = 1, on obtient

On choisit X = —2, on obtient

Ainsi
1 1




2. On a

4 4
2z +1 11 1 1 1
/Zx(x—l)(a:—FQ) ’ /2 ( 2m+x—1 2x+2> “

4

:[—hmub+hﬂx—1b—;hﬂx+m42

:_;m@+mm_;MQ—C;m®+mm_;m@)

=1In(3) — % <1n(3) + ln(2)>+% In(2) = In(3) — % In(3).

N | =

Et donc )
K = 3 In(3) = In(v/3).

Exercice 4 Equation différentielle du premier ordre

On considére ’équation différentielle du premier ordre
2
/ 2
——y==x 1
v =y (1)

sur |0, +o0[ vérifiant la condition initiale y(1) = 2.
On commence par résoudre I’équation homogene y' — %y = 0 avec y € C(]0,+o0[). On a, pour tout
x>0,

/ 2 / 2
Y—-—-y=0 = y =—y.
€T €T

Une primitive de z % est £ — 2Inz et la solution générale est donc donnée, pour tout = > 0, par

yn(z) = X2 = Xz A e R

On cherche maintenant une solution particuliére de I’équation (1) sous la forme yp(x) = A(x)x? avec

A € C1(]0,4+0oc[). On obtient
Vo >0, yp(x)=N(x)2x? + 2\ (2)r,

et donc, en remplagant dans (1), on obtient, pour tout x > 0,

2 2
Yp(z) — Zyp(z) = 22 <= N(2)2? + 2\ (@) — “A(z)2? =22 = N(2)x? =2 <= N(z) =1
x x

3

On choisit ainsi A(z) = x et donc yp(x) = A(x)z? = 23 convient.

Finalement, la solution générale de ’équation (1) est donnée, pour tout = > 0, par
y(x) = yn(z) +yp(z) = A + 2°.

La condition initiale nous donne 2 = y(1) = A + 1, d’ou 'unique solution de I’équation définie pour tout
x > 0 par
y(x) = 22 + 23,



Exercice 5 BONUS
1)

y" + 5y + 4y = 10e” (Es)
Les solutions de (E5) sont de la forme :
y:R—R

x — yp(z) + yn(x)
ol yp, est solution de I’équation homogeéne associée a (Es). et y, est une solution de I’équation particuliére
de (Ej).
L’équation homogéne associée est :

Y + 5y +4y = 0. (Ex)

[’équation caractéristique associée est :
2+ 5r +4=0. (E.)

Résolution de I’équation homogéne (Eyr) :

Pour trouver les solutions de ’équation homogeéne, on recherche les solutions de (E.).

Pour cela, on calcule le discriminant A =5%2—4-1-4=09.

—5+v9 __ —5—/9 _ —4
2:1 - 21 - '

Ainsi, d’aprés le cours, comme A > 0, les solutions de I’équation homogéne sont de la forme :

—1 et r =

(E.) a donc deux solutions : rg =

yp:x— Ae ™ £ Be™®; A, BeR

Solution particuliére de (Es) :

Cherchons une solution particuliére de (Ej5) sous la forme y, :  — Ce® ; C € R. Ici, la variable que
'on souhaite détérminer est C. Pour cela, on utilise le fait que y, est une solution particuliére de (Ej).

Ainsi, en remplagant, Vo € R :

Yy () + 5y, () + dyp(z) = 10e® < Ce® + 5Ce” + 4Ce” = 10e”
& (C+5C+4C)e" = 10e”
< 10Ce” = 10e”
< 10C =10 (Vx € R,e” #0)
& C=1

Ainsi, une solution particuliére de (Ej5) est yp, : © — e”.
Les solutions de (Ej5)

Finalement, les solutions de (F5) sont de la forme :

y:R— R
rr— e+ A+ Be™®; A, BeR

Y’ + 4y = 10e” (Eo)

Les solutions de (Ey) sont de la forme :



y:R— R

x — yp(x) + yn(x).
ol yp, est solution de I’équation homogeéne associée a (Ep) et y,, est une solution de I’équation particuliére
de (Eo)

L’équation homogéne associée est :

L’équation caractéristique associée est :

Résolution de I’équation homogéne (Ep) :

Pour trouver les solutions de I’équation homogeéne, on recherche les solutions de (E.).

Pour cela, on calcule le discriminant A =0—4-1-4 = —16. (E.) n’a donc pas de solution dans R mais
a deux solutions dans C. Ces solution sont : rg = —2i¢ et r1 = 2¢ qui peuvent s’écrire 1o = « + i3 et
rm=a—if aveca=0et g =2.

Ainsi, d’aprés le cours, comme A < 0, les solutions de I’équation homogéne sont de la forme

yp : ¢ — Ae®¥(Acos(Bx) + Bsin(pz)) ; A,B€R

9

c’est & dire

yp : x — Acos(2z) + Bsin(2z)) ; A, B € R.

Solution particuliére de (Ejp) :

Cherchons une solution particuliére de (Ep) sous la forme y, : @ — Ce® ; C € R. Ici, la variable que
I'on souhaite détérminer est C. Pour cela, on utilise le fait que y, est une solution particuliére de (Ej).

Ainsi, en remplagant, Vo € R :

Yy () + 4yy(z) = 10e” & Ce* 4 4Ce” = 10e”
< (C+4C)e” = 10e”
& 5Ce" = 10e”
< 5C =10 (Vz e R,e* #0)
&S C0C=2

Ainsi, une solution particuliére de (Ep) est y, : © — 2e”.

Les solutions de (Ep)

Finalement, les solutions de (Fp) sont de la forme :

y:R—R
x +—> 2e” + Acos(2x) + Bsin(2z) ; A, B€R



