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Exercice 1. Question de cours. Soit E, F deux espaces vectoriels, n € N*, (eq,...,e,) une base de E
et fi,..., fn des éléments de F'. Montrer qu’il existe une unique application linéaire ¢: E — F' telle
que pour tout i € {1,...,n} on ait p(e;) = f;.

Commencgons par établir 'unicité. Si ¢, ¥ sont deux applications linéaires telles que p(e;) = fi = ¥(e;)
pour tout ¢ € {1,...,n} alors e; € ker(p — ) pour tout ¢ € {1,...,n}. Comme ker(y — 1) est un
sous-espace vectoriel et (eq, ..., e,) est génératrice, il s’ensuit que ker(¢p —v) = E, autrement dit ¢ —1)
est I'application nulle, c’est-a-dire ¢ = 1.

Montrons maintenant 'existence d’une telle application linéaire. Etant donné z € E, on note (T1,...,Tp)
n

ses coordonnées dans la base (eq,...,e,), autrement dit x1, ..., x, sont les réels tels que = = Z T;€4.
i=1

n
On pose p(z) = szfz Par définition, on a bien ¢(e;) = f; pour tout i € {1,...,n}, et il nous reste
i=1

n n
a montrer que ¢ est linéaire : soit z = inei, Y= Z yiei, et A € R. On a alors :
i=1 i=1

n n
pAdz+y) =9 (A > wiei + Z%&‘)
i=1 i=1

® < (Ax; + yi)€i>
i=1

(Az; +yi) fi

Il
NE

1
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Il

n

A xifi+ Y vifi
i=1

=1
= Ap(z) + o(y)-

Ceci prouve que ¢ est linéaire.

Exercice 2. Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel
F={(x,y,z,t):x+y+z—t=0et 2y+z+t=0}.

1. Déterminer une base de F et donner sa dimension.

La matrice du systéme est déja échelonnée, on peut par exemple prendre comme parametres libres

. . . 3. 1
z et t et obtenir que (z,y, 2,t) € F si, et seulement si, y = —52 — §t etx=t—z—y= 575 — 52.

On vient de démontrer que
F Vt<<1 110) (3 101)) Veet((=1,—1,2,0), (3, —1,0,2))
= Vec ——, == == = vect((—1, — - :
27 27 ) ) 2’ 27 b ) b ) ) b ) 9
Les vecteurs u = (—1,—1,2,0) et v = (3,—1,0,2) ne sont pas colinéaires et forment donc une
base de F', qui est par conséquent de dimension 2.

2. Déterminer un supplémentaire de F dans E.
On voit (par exemple, directement en regardant I’équation cartésienne de F') que e; = (1,0,0,0)
n’appartient pas a F' = Vect(u,v), donc (e1,u, v) est libre.



Soit (a, b, c,d) € Vect(er,u,v). Il existe des réels «, g, v tels que

(a,b,c,d) :ael+ﬁu+’yv: (a_5+3’7a_5_7,2ﬁ,2’7)

En particulier, on a 2b + ¢+ d = 0. Donc e = (0,1,0,0) n’appartient pas a Vect(eq, u,v), et
puisque (e1,u,v) est libre on en déduit que (e1,es, u,v) est libre, et est donc une base de R*
puisque dim(R*) = 4.

Il s’ensuit que Vect(eg, ez) = {(z,y,0,0) : z,y € R} est un supplémentaire de F.

Exercice 3. Dans cet exercice on note B = (e1, ez, e3) la base canonique de R3. On considére Uappli-
cation linéaire ¢: R®* — R3 définie par

o(x,y,2) =4 +y+z,x+4dy+z,2+y+4z2).

1. Donner la matrice M de ¢ dans la base canonique B de R3.
On écrit en colonne les coordonnées de p(e1), ¢(e2), ¢(e3) dans la base B et on obtient
4 1 1
M=11 4 1
1 1 4

2. Montrer que @ est bijective.
On échelonne M ; en remplacant Lo par 4Lo — L1 et Lg par 4Ls — L1 on arrive a la matrice

4 1 1
0 15 3 |.Ensuite on remplace L3 par 5L3— Lo et on conclut que M est équivalente en lignes
0 3 15
4 1 1
a |0 15 3 |.C’est une matrice carrée, échelonnée, dont toutes les lignes sont non nulles : M
0 0 72

est inversible, par conséquent ¢ est bijective.

3. On considére les vecteurs fi = e1+es+es, fo = ea—es, f3 = e1—e3. Montrer que B' = (f1, fa, f3)
est une base de R3.
Pour gagner un peu de temps pour la prochaine question, on exprime eq, es, e3 en fonction de
f1, fa, f3. Déja, on a f1 — fo — f3 = 3es; il suit que

1 2 1
62:f2+€3:§f1+§f2—§f3

et que

1 1 2
e1=f1—e2—€3=§f1—§f2+§f3-

Donc (f1, fa, f3) est une famille de 3 vecteurs qui engendre R?, qui est de dimension 3 : ¢’est une
base.
4. Déterminer la matrice de passage P de la base B d la base B' et calculer P71,

Par définition, les colonnes de P donnent les coordonnées de f1, fa2, f3 dans la base (eq, ez, e3)
et on a donc

1 0 1
P=11 1 0
1 -1 -1

Puisque P! est la matrice de passage de B’ & B, les formules obtenues & la question précédente

nous donnent directement
1 1 1

-1 2 -1
2 -1 -1

Pt =



5. Déterminer la matrice M’ de o dans la base B'.

On peut soit appliquer la formule de changement de base et calculer M’ = P~'MP ou directe-
ment appliquer ¢ :

@(fl) = (67 6, 6) =06/1; 90(f2) = (0737 _3) =3f2; SO(fS) = (3707 _3) = 3fs.

6 0 0
On en déduit que M' =10 3 0
0 0 3
6. Calculer (M")" pour tout n € N et en déduire 'expression de M"™ en fonction de n.
6" 0 O
Puisque M’ est diagonale, on a pour tout n € N 'égalité (M")" = | 0 3™ 0
o o0 3"

Comme M = PM'P~! on peut écrire pour tout n € N que

M"™ = P(M/)npfl
1 0 1 6" 0 0 1 1 1

==-11 1 0 0 3 0 -1 2 -1

1 -1 -1 0o o0 3"

2
" 0 3" 1 1 1

=glom 3 o -1 2 -
6" —3" —3") \2 -1 —

| =

| =

2" -1 -1 2 -1 -

M4 n 1 9" —1
=3 llon—_1 2"+2 92" 1
m_1 2" —1 2" 42

Pour se convaincre qu’on n’a pas fait d’erreur de calcul, on peut par exemple vérifier que pour
n = 1 on obtient bien la bonne valeur pour M.

7. On considére les suites récurrentes de nombres réels (an), (bn), (cn) définies par les égalités

sutvantes :
pt+1 = 4an + by + cp,
Vn eN bpr1 = ap+4b, + cp,
Cnt1l = an+ by +4cy,

avec ag =0, bg =1, ¢co = 1. Donner une expression de a,, by, ¢, en fonction de n € N.

an
Notons X,, = | b, |. On a pour tout n 'égalité X, = M X,,, ce dont on déduit par récurrence
Cn
que X,, = M"™ X, pour tout n € N.
0
Puisque Xy = | 1 |, on obtient a ’aide du résultat de la question précédente que
1
an ontl_ 9
vneN |[b, | =3""1]2" 41
Cn 2mtl 4

Exercice 4. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f: E — E une application linéaire.



1. Montrer que :

ker(f) = ker(f?) < ker(f) @ Im(f) = E.

Soit = € ker(f); alors f((f(z)) = f(0) = 0 donc z € ker(f?). Donc ker(f) C ker(f?).

Supposons que ker(f) @ Im(f) = E; soit = € ker(f?). Alors f(z) € ker(f) NIm(f) = {0}, donc
f(z) =0 d’ont z € ker(f). On conclut que dans ce cas ker(f) = ker(f?).
Réciproquement, supposons que ker(f) = ker(f?). Soit = € ker(f) NIm(f); alors il existe y € E
tel que = = f(y), et f(z) = 0= f%(y). Donc y € ker(f?) = ker(f), d’ott z = f(y) = 0.
On en conclut que ker(f) NIm(f) = {0}; par le théoréeme du rang, on sait que dim(Im(f)) +
dim(ker(f)) = dim(FE), et on en déduit que ker(f) et Im(f) sont supplémentaires.

2. On suppose dans cette question que dim(E) =3, f #0 et f? = 0. Déterminer le rang de f.
Puisque f est un endomorphisme de R?, son rang vaut 0, 1, 2, ou 3.
Si rang(f) = 0 alors f est lapplication nulle, ce qui n’est pas le cas par hypothése; et si
rang(f) = 3 alors f est bijective, donc f? aussi, ce qui contredirait également I’hypothese de
I’énoncé.
11 nous reste deux possibilités : rang(f) = 1 ou rang(f) = 2.
Notons que f2 = 0 signifie que, pour tout = € E, on a f(f(z)) = 0, autrement dit f(x) € ker(f)
pour tout x € E, ou encore Im(f) C ker(f). Ceci a pour conséquence que rang(f) < dim(ker(f)).
On a déja vu que 1 < rang(f) < 2; on sait également que dim(ker(f)) est un entier plus grand
que rang(f) et que rang(f) + dim(ker(f)) = 3 d’apres le théoréme du rang. On conclut que
rang(f) = 1.



