Lyon 1 Université Semestre de printemps 2025-2026
Cursus prépa 1A : Analyse 2 - Algebre 2 04 Février 2026

Devoir CUPGE n°1 - 1h30

L’usage ou la possession de calculatrices, de téléphones ou d’autres appareils électroniques sont interdits.

La rédaction mathématique et la présentation de votre copie seront prises en compte dans la nota-

tion. (Le bareme est indicatif et non définitif)

Exercice 1. Questions et applications du cours ( /4)
1. Démontrer que Vo € R, ch(2x) = ch(z)? + sh(z)?.

2. Soit f:]0;27[— R, donner la définition (avec quantificateurs) de ”f est continue en 7”.

vz +In(z)

3. Calculer la limite lim

T —+00 @5’72
0 1 -1
Exercice 2. ( /6) Soit M [ -3 4 -3
-1 1 0
1. (a) Calculer M?, puis déterminer § € R tel que M? — 3M = §1s.
(b) En déduire que M est inversible et donner la matrice M ~!.
2. (a) Montrer par récurrence que : Vn € N, 3(an, b,) € R? tels que M™ = a, M + b,I3.

(b) Montrer I'unicité d’un tel couple.

3. Soit n > 2. En réalisant la division euclidienne de X™ par X2 — 3X + 2, on obtient qu’il existe
Q € R[X] et ayn, Bn € R tels que X" = (X2 - 3X +2)Q + (0, X + B,).

(a) En utilisant les racines du polynomes X2 — 3X + 2, déterminer une expression de a, et f3y,.

(b) En déduire une expression de M".

Exercice 3. ( /7) On définit deux suites réelles u et S par :

n

- 1
v Uy = 28, =) —.
ne N wu Zk; , S Zuk
k=1 k=1
1. (a) Soit k € N, développer (k + 1)3. En déduire que Vn € N* :
S (k4 1)8 Zk3+3 (3”+5).
k=1

nn+1)(2n+1)
5 .

(b) En déduire (sans raisonnement par récurrence) que Vn € N*, u,, =



n
2. On note h la suite de terme générale hy, = %

(a) Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que Vn € N*, :
1 a b c

A D)@+l n ntl 2+l

n 1

* 1
(b) Montrer que Vn € N*, 14;2::1 YT = hont1 — 5hn — 1.

(¢) En déduire une expression de S,, en fonction des termes de la suite h.

(d) Nous admettons qu'’il existe v € R et une suite (e,)nen vérifiant lir+n en = 0 tels que
n—-+0oo

Vn>2:
hy, =1n(n) + v+ ep.

En déduire la limite de la suite S en +00 : lim S,,.
n—-+o0o

1 1
1 1 1 .
Exercice 4. ( /3) Soit n > 2, notons J = C | e Mu(R) et M = [~ e M,(R)
1 1 : 1
1 1 0

1. Calculer J2.

2. En déduire que M est inversibble, et calculer son inverse.



