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Devoir CUPGE n°4 - Correction

Exercice 1. Changement de base d’une application linéaire ( /7)
Soit £ = R3 muni de sa base canonique notée B, = (e, ez, e3). On considére f un endomorphisme de
FE défini par sa matrice :

2 -1 0
matp (f)=1-2 1 -2
1 1 3

On note €} =e; +e3 —e3, €5, =€ —e3 et e = e — ea.

Déterminer des relations entre les vecteurs f(e}) et les vecteurs e}, pour ¢ € {1,2,3}.
Montrer que B = (€], €, €5) est une base de E.

Déterminer M, la matrice de f dans la base B.

En déduire une expression de Im(f) et de Ker(f).

ARl S

Soit n € N*. En utilisant M, déterminer une expression de f" (e} — e + €).

1. Onae) =(1,1,—-1), 5 = (1,0, —1) et e5 = (1,—1,0). L’image de ces vecteurs par f est déterminée
par les produits matricielles suivants :

1 2 -1 0 1 1
matp, (f)-[ 1 |=[-2 1 —2]-[1]=](1
~1 1 1 3 ~1 ~1
1 2 -1 1 2
matp, (f)-[ 0 |=[-2 1 —2]-[o]=](o0
~1 1 1 3 ~1 —2
1 2 -1 1 3
matp (f)-[-1=[-2 1 —2| - [-1]=(-3
0 1 1 3 0 0

Ainsi, f(e)) =€}, f(eh) = 2€), et f(ef) = 3ef .
2. La famille B contient trois vecteurs, il suffit donc de montrer que cette famille est libre pour
montrer que c’est une base de R? (qui est de dimension 3).

Soient A1, A2, A3 € R tels que Aje] + Aaeh + Azef, = 0. Alors :

0=MAi(e1 +e2—e3)+ Aa(er —e3) + Az(er —e2)
= (A1 4+ A+ A3)er + (M — Az)ea + (A1 — Aa2)es

Comme (eq, ez, €3) est une base, la famille est libre, donc :

)\1+)\2+)\3: 0 )\1: 0 (W)
Al—A3= 0 = A3 = 0
Al—A= 0 A= 0

Ainsi, B est une famille libre, donc c’est une base.



3. D’apres la question 1, f(e}) =€), f(eh) = 2¢€, et f(ef) = 3eh, ainsi :

O N O

1 0
matg(f)= |0 0
0 3

4. Soit v € R?, alors il existe z,y, z € R tels que v = ze) + yeh + ze5. On a :

1 00 T 0
veKer(f) < 02 0]-{y]=10
0 0 3 z 0

x 0 z= 0

& 2y =10 & y= 0

3z 0 z= 0

Donc Ker(f) = {Ogs}. Par le théoréme du rang, dim(Im(f)) = 3 — 0 = 3, et Im(f) C R?, donc

Im(f) = R3.
1 0 0
5. Soit n € N*. La matrice de f™ dans la base B est M" = [0 2" 0 |. Ainsi, (e} —e5 +¢€}) est
0o 0 3"
déterminé par le produit matriciel :
1 0 O 1 1
020 of-[-1]=[-
0o o0 3" 1 3"

Ainsi, (e} — €+ ¢ef) = e} —2"ey + 3"efy, d'ou :

f(1,0,0) = f™(e1) = (1,—1,1) — 2™(1,0, 1) + 3"(1,—1,0)
=(1-2"+3",-1-3"1+2")
=(1-2"43"e;1+ (-1 —3")ea+ (1 +2")es

Exercice 2. L’application reste” ( /7)
Soit n € N*, et soient A, P € K, [X]|. Notons Rp le reste de la division euclidienne de P par A. On
considere 'application :

D4 K, [X] — K, [X]
P— Rp

1. (a) Montrer que ®4 est une application linéaire.

(b) Déterminer Ker(®4) et Im(P4) si deg(A) = 1.
2. On suppose ici que A = X — 1.

(a) Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par X — 1.

(b) Exprimer la matrice de ®4 dans la base canonique B, = (1, X, X2,..., X") de K,[X].
3. On considere A quelconque.

(a) Déterminer une base B de K,[X] telle que matp(P4) est diagonale.

(b) Est-ce que Ker(®,4) et Im(®P4) sont supplémentaires dans K,,[X]?



1.

3.

(a)

(b)

(a)

Notons Py le polynéme nul, il vérifie Py = 0- A 4+ 0. Son reste dans la division euclidienne
par A est donc 0, on a bien ® 4(FPy) = 0.

Soient Py, P» € K, [X] et soit A € K. Alors il existe Q1, Q2 € K, [X] tels que P; = Q;- A+ Rp,
pour i € {1,2}. Donc :

P+ AP, =Q1-A+Rp, + A\Q2-A+ Rp,)
= (Q1+ AQ2)A+ Rp, + ARp,

Avec deg(Rp, + ARp,) < max(deg(Rp,),deg(ARp,)) < deg(A). Donc, par unicité de la divi-
sion euclidienne, Rp, + ARp, = Rp,+1p,, ainsi

(I)A(Pl + )\Pg) = (I)A(Pl) + A@A(Pg).

Si deg(A) = 1, VP € K,[X], deg(®4(P)) < deg(A) = 1, donc Im(P4(P)) C Vect{1}. De
plus, pour tout k € Vect{1}, ®4(A + k) = k, donc

Im(® 4(P)) = Vect{1}

Par le théoréme du rang, dim(Ker(®4)) = dim(K,,[X]) — dim(Im(®4)) =n+1—1 =n. De
plus, VP € K,,_1[X], ®4(P - A) =0, d’ou

Ker(®4(P)) = Vect{A,A-X,...,A- X"}
On sait que X" —1= (X —1)- (X" 1 4+...+ X +1), donc
X'=X-1)-(X"'+. . +X+1)+1.

Le reste de la division euclidienne de X" par X —1 est donc 1, car deg(1) = 0 < 1 = deg(X —1).
(Cela peut également étre démontré par récurrence sur n.)

Pout tout k € {0,...,n}, ®x_1(X*) =1 d’aprés la question précédente. Ainsi :
11 ... 1
00 ... 0
Math(q)X,l) =1. . : S Mn+1(K)
00 ... 0

Notons d = deg(A), alors Vk € {0,...,d — 1}, ®4(X*) = X* car deg(X*) = k < d = deg(A).
De plus, Vk € {0,...,n —d}, deg(A- X¥) =d +k < n, donc A- X* € K,[X]. Nous obtenons
alors @ 4(A - X*) =0, car A- X* est un multiple de A.
La famille B = (1, X,..., X“ 1 A A- X, ..., AX"" %) est échelonnée en degré, c’est donc une
base de K,,[X]. Dans cette base on a par construction :

1 ... 00 ... 0
0 .1 0 0
MatB((I)A)Z 0 0 0 0
0 0 0 0

Cette matrice est bien diagonale.
On obtient que Ker(®4) = Vect(4, A - X,...,AX"%) et que Im(®,) = Ky_1[X]. Par le
théoreme du rang,

dim(Im(®4)) + dim(Ker(®4)) = dim(K,[X]).
De plus, le seul polynéme multiple de A de degré strictement plus petit (a la fois dans le
noyau et dans 'image de ®4) est le polynéme nul. Ainsi, Im(®4) NKer(®4) = {0}. Ces deux
espaces sont donc bien supplémentaires dans K,,[X].



Exercice 3. Deux développements limités ( /6)
Déterminer le développement limité en 0 a I'ordre 4 des deux fonctions suivantes :

(1—x)?
V1 — 22

2. & — sin (cos(z)? — 1)

1. z —

1. On sait que

(Ce développement limité peut étre obtenu en deux étapes, en composant celui de /1 — x, puis
celui de IJ%LE en0).

Ainsi, comme lim 22 =0, on a :
z—0

1

1 3
— T

8

Et donc :

1 3
=0 (1 — 2z + 2?) <1 + §x2 + 8x4> + o(z?)

1 3 3 5 1 3 6
=01+ =22+ ot — 22 — x375.'1r” + 2% + fx4+§.'1:(’ + o(z?)

2 8 4 2
39 3,74 4
:01—2x+§x -z —|—§x + o(z")
2. On sait que
2 4
r© oz
cos(x) =9 1 — 5 + ﬂo(x‘l),
donc,
2 4\ 2
2 x x 4
= [1-="— 4=
cos(z)” =g ( 5 + 24> + o(z%)
2 4 2 4 6 4 6 8
x® ozt ozt ozt o’ xt o T
=0l- "t to(a?)

2 24 2 4 48 24 48 242

Comme Iin% cos(x)? — 1 = 0, nous pouvons composer avec le développement limité de sin en 0, ce
Tr—

qui donne :

sin (cos(z)? — 1) = sin <x2 N o(x‘*))

3
4 1 4N\ 3
=0 —x2+z—6<—x2+g> + o(z?)
2 t 4
=0 — % +§+0(l‘)



Exercice 4. Suite construite a partir d’une fonction ( /5)

n
Soient @ > 0 et b > 0. Pour n € N* et x € R, on pose f,(x) = (14—{) .
n

1. Déterminer un équivalent ”simple” quand n tend vers +o0o0 de f,(a + b) — fn(a)fn(b).
2

2. Méme question pour e~ *f,(a) — 1+ ;—.
n

1. Soit x € R, commengons par déterminer le développement limité de f,,(z) quand n tend vers +oo.
On a:

o= (1) = o8 )

2 2
=n—to00 ex_%+o(%) =n—to00 exe_%+o(%)

2
- 1
—n—+o0 e’ <1 + 72 +o ())
n n

2
. T
=n—4oo € € 2n+0(n>

En appliquant ce développement limité pour £ = a, x = b et x = a + b on obtient :

2
a 1
fn(a) =ntoo0 € — €a2 +o <> )
n n

n

2
b _ garp(@atb)” <1> .
2n n

y b2 1
fn(b) “n—+o00 € — € % +ol|—|,
fn(a+b) =n—stoo €*

Par produit de développement limité :

2 2
Jn(a) fn(b) =n—too <6(z — ea;n) <eb — eb;) +o (i)

b2 a® a’b? 1
b a_b b_a a b
= ee’ —ee’— —e’e’ —+ele S +ol -
norteo 2n 2n (2n)2 n
b + a? 1
—n—+o0 et — 6a+bL ‘ol —|.
2n n

Ainsi :

2 2 2 1
fn(a+ b) _ fn(a)fn(b) =yt <ea+b _ ea—&-b(a;_nb)) _ <ea+b _ ea-‘rbb;;La> +o <n>
2ab 1
~n—+o0 _eaeri +o0 <>
2n

n

b 1
—n—+o0 —€a+baf +o0 <> .
n n

b
De ce fait, fr(a+b) — frn(a)fn(b) ~nst00 et 20
n



2. Similairement a la question 1 on a :

Ainsi e

e “fn(a) =nsioo €

" fnla) — (1 -

a
2n

—n—+co €

a2

— T 2n
=p—4oo € "

=n—+too 1 —

—n—-+o0 1-

S

a® a’

o 32

CL2 a3

on 32

a’ a* 1
e +a) L

n2

3
+amato(s)

+

2 3
a a 1
_a+a_% 3n2 +0(n2)

(.

a4

8n2

w(52)



