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Devoir CUPGE n°1 - Correction

Exercice 1. Questions et applications du cours ( /4)

1.
2.

3.

Démontrer que Vz € R, ch(2z) = ch(z)? + sh(x)?.
Soit f :]0;27[— R, donner la définition (avec quantificateurs) de ”f est continue en 7.

|
Calculer la limite lim M

T—+00 e

. Soit z € R, on a:
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= ch(2z)

. Cf cours.

Soit € R, posons Y = z2. On a lim z? = +o0, donc :
Tr——+00

1
i VITI@ g Yi+In(vY)
T—+00 et Y —+4o0 e
vi o In(VY)

= lim —~ + lim
Y—400 € Y 400 e

1
. , . Ya . In(Y) 1
Par les croissances comparées, YETW pa 0 et YLHEOO v = 0, de plus In(vY) = 5In(Y),

donc :

1 1
lim MzO—kQ-O:O.

T—+00 et

0 1 -1

Exercice 2. ( /7) Soit M = [ -3 4 -3

3.

-1 1 0
(a) Calculer M2, puis déterminer 6 € R tel que M? — 3M = 613.
(b) En déduire que M est inversible et donner la matrice M.
(a) Montrer par récurrence que : Vn € N, 3(ay,b,) € R? tels que M™ = a,,M + b, I5.
(b) Montrer "unicité d’un tel couple.

Soit n > 2. En réalisant la division euclidienne de X™ par X2 — 3X + 2, on obtient qu’il existe
Q € R[X] et ayp, By € R tels que X = (X2 —3X +2)Q + (an X + Bn)-



1.

(a)
(b)

(a)
(b)

En utilisant les racines du polynémes X? — 3X + 2, déterminer une expression de oy, et 3,.

En déduire une expression de M™".

-2 3 -3 -2 0 0
OnaM?=1-9 10 —9|,donc M?>—-3M=| 0 -2 0 | =—2I;, ainsi 6 = —2.
-3 3 =2 0 0 -2

On a M2 — 3M = —2I3, donc M(M — 3I3) = —2I3, donc M%Q(M — 3I3) = I3. 1l existe
B € M3(R) telle que M B = I3 donc M est inversible et :

31 1
2 2 2
M'=B=tr-s)=|3 13
—2 2 2 2

1 1 3

2 2 2

Pour tous n € N, notons P(n) la proposition "3(a,, b,) € R? tels que M™ = a,, M + b, I3”.
Initialisation : Pour n = 0, nous avons M? = I3 = 0- M + 1 - I3. Posons ag = 0 et by = 1,
alors la proposition P(0) est vérifiée.

Hérédité : Soit n € N, supposons que P(n), montrons que P(n + 1) est vrai également :
Par hypothese de récurrence, 3(ay,, b,) € R? tels que M™ = a, M + b, I3, or M™ 1 = M™. M,

donc :
M =(a, M + b I3)M = a, M? + b, M

=a,(3M — 2I3) + b, M ,Par la question 1.a,

=(3ay, + bp) M — 2a,13
Posons an4+1 = 3an+bn, € Ret b1 = —2a, € R, nous avons donc Ml = nt1 M + by 113,
ainsi P(n + 1) est vraie.
Finalement nous avons montré par récurrence que Vn € N, I(a,,b,) € R? tels que M" =
anM + b, 15.
Soient n € N, (an,b,) € R? et (an,Bn) € R? tels que M™ = a,M + b,I3 = a, M + B, 15.
Montrons que a,, = oy, et b, = 3,. En écrivant les termes de la matrice a, M + b, I3 et de la

matrice o, M + (3,13 on obtient :

by, Gn —an Bn Qn —Qn
—3(In 4(In + bn —San = _3an 4an + Bn _3an
—0p, an, bn —Qp Qp, Bn

Deux matrices sont égales si chacuns de leur termes sont égaux, ainsi, en considérant les
termes en premiere ligne premiere colonne on a b, = f,, et en considérant le terme en

premiere ligne deuxiéme colonne on a a, = a,. Il y a bien unicité du couple (ay, by,).

Soit n € N. Nous avons que X2 —3X +2 = (X — 1)(X — 2), donc il existe Q € R[X] et
an, Bn € R tels que X" = (X — 1)(X —2)Q + (apX + 5p). En évaluant en X = 1 puis en
X = 2 on obtiens le systeme :

{1n = (1-1)(1-2
= (2-1)(2-2

~— —

Q1) + o - 1+ Bn 1 = a,t5,
Q2) + an -2+ By < {2n — 2, + B, (1)

En résolvant le systéme on a o, = 2" — 1 et 5, =2 — 2™,



(b) Soit n € N, en évaluant le polynome X" en la matrice M on a :

M"™ = (M? = 3M + 213)Q(M) + (e, M + 3,)
=a,M + B, ,car M? —3M + 2I5 = 0 par la question 1.a.

2 2n on 1 —2m 41
="M+ (2-2"3=[-327"—1) 42" —1)+(2-2") —3(2"—1)
—2m 41 on — 1 2 —2n

Exercice 3. ( /7) On définit deux suites réelles u et S par :

n

- 1
\Z y = 2 =) —.
neN", u, Zk, Sh Zuk
k=1 k=1
1. (a) Soit k € N, développer (k + 1)3. En déduire que Vn € N* :
Sk +1)? (Zk3>+3 (3"+5).
k=1

n(n+1)(2n+1)
G :

(b) En déduire (sans raisonnement par récurrence) que Vn € N*, wu,, =

n
2. On note h la suite de terme générale hy, = > %

(a) Déterminer trois réels a, b et c tels quZ Vl e N*
1 a b c
At )i+ D) n n+l 2ntl
n 1
(b) Montrer que Vn € N*, 14;2::1 Gy = hopt1 — %hn —1.

(c) En déduire une expression de .S,, en fonction des termes de la suite h.
(d) Nous admettons qu'il existe v € R et une suite (€,)pen vérifiant ngrfoo en = 0 tels que
Vn>2:
hp =In(n) + v+ &,.

En déduire la limite de la suite S en 400 : lim S,.
n—+oo

1. (a) Soit k € N, par la formule du binéme de Newton on a (k + 1)3 = k3 + 3k? + 3k + 1. Ainsi
pour tout n € N* :

n n

D (k+1)? =) (K + 3k + 3k + 1)

k=1 k=1
:Zn:k3+zn:3k2+zn:3k+zn:1
k=1 k=1 k=1 k=1

nn+1)

5 +n

n
= K+ 3uy +3
k=1

:zn:k3+3u +3n(n+1)—|—2n
" 2



(b) Soit n € N*, d’apres la question 1.(a) on a :

n n

3n?+5
B = 3 (k10 = k= S
k=1 k=1

n n 2
:(n+1)3+2k3—2k3—1—3n+5n
k=2 k=2
+1)(3n+2)
1)3 — (n
(n+1) ;

2 n24+4n+2—3n—2
~(n+1) ((n+1)2_3n2+ ):(n—i—l) n” + n—i—2 3n

~(n+ 1)271224— n_ n(n + 1)2(2n +1)

3n2+5n+2_

= (n+1)° - 5

Ainsi u,, = w‘

1 __a
n(n+1)(2n+l) — n

utiliser les techniques de décomposition en éléments simples, on suppose dans cette correction

2. (a) Soit n € N* et soient a,b,c € R tels que + RLH + gngq- (Nous pourrions

qu’elles n’ont pas enore été vues.) En mettant au méme dénominateur on a :

1 _an+1)2n+1)+bn(2n+1)+cn(n+1)
nin+1)(2n+1) n(n+1)(2n+1)
(2a+2b+c)n*+ (Ba+b+c)n+a

n(n+1)(2n+1)

Par identification des coefficients du polynéme au numérateur on obtient le systeme d’équa-

tions :
a=1 a=
3a+b+c=0 & b=1
20 +2b+c=0 c=—4
.. 1 1 1 4
AIHSln(n+1)(2n+1):;+n+1_2n+1'
(b) Soit n € N* on a :
1 1 1 lem1l - 1 |
P e R LD I s I DI D BE s D BE >
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
/11 1 11 1
—<3+5+-“+2n+1>+<2+4+-“+2n>
R -1
2 3 2n+1
= hopt1 —1
Ainsi i;:h2n+1—lh — 1.
T2k + 1 2



(c) Soit n € N* on a :

3

1 6
=y = , 1 tion 1.(b),
S E R D@k ET) par la question 1.(b)

n 1 4
k+1 2k+1

) , par la question 2.(a),

n

1 1
16y oy L
pt pet k+1 pt 2k +1

n+1
1 1 .
= 6h, +6 (; e 1) —24 <h2n+1 — §hn — 1) , par la question 2.(b),

= (6 + 12)Ry + 6l g1 — 6 — 24Rgn 41 + 24
= 18h,, + 6hn+1 — 24h2n+1 + 18

(d) Soit n > 2, en remplagant h,, par son expression on obtient :
Sp=18(In(n) +v+¢en) +6(In(n + 1) + v+ epg1) —24(In(2n + 1) + v + 2541) + 18

De plus, In(n+1) = In (n®1) = In(n) +1n (1 + 1), et de méme In(2n+1) = In(2) + In(n) +
In (1 + %), donc :

Sy =(18 4 6) In(n) — 24In(n) + (18 4+ 6)y — 24y + 18, + 6y 1 — 242941

1 1
+61n <1+> —241n <1+ > —241n(2) + 18
n 2n

1 1
= (185n 4 6ep41 — 24e0,41 + 61n <1 + n) —241n (1 + 2)) —241n(2) + 18

n

Ainsi lim S, =0+ —241In(2) + 18 = 18 — 241n(2)
n—o0

0 1 1
1.1 o
Exercice 4. ( /3) Soit n > 2, notons J = | : .. ]| e Mu(R)et M = 1 T T e My (R).
1 1 P 1
1 1 0

1. Calculer J2.

2. En déduire que M est inversibble, et calculer son inverse.

1. Soit n > 2. On obtient J2=|: .. | =n-J
2. Comme J = M + I,,, d’apres la question 1 nous avons (M + I,,)? = n(M + I,), ainsi :

M?+2M +1,=nM +nl, < M?*+(2-n)M=(n—1)I3

s M (M+(2—n)]3) =13

n—1

2-n  _1_ 1

n—1 n—1 n—1

1

Donc M est inversible et M~1 = | n—1
: 1

n—1

1 1 2-n

n—1 n—1 n—1



