Université Claude Bernard Lyon 1 Semestre de printemps 2025-2026
Cursus préparatoire — Algebre 2 et Analyse 2 ler avril 2026

Devoir Surveillé n°3 — Correction
Durée : 1h30

1l est rappelé que la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part
importante dans la notation. Les réponses auz exercices doivent donc étre clairement justifiées. Le détail des
calculs doit apparaitre sur la copie. La présentation doit étre la plus soignée possible. Enfin, si vous pensez avoir
repéré une erreur d’énoncé, signalez-le sur la copie et poursuivez votre composition en expliquant les raisons
des initiatives que vous avez prises. L’usage de la calculatrice et du téléphone portable est interdit.

Veuillez indiquer votre groupe (P1,P2,P3,P4,P5) sur la copie.

Exercice 1. (5 points)

Soit u : R* — R3 'application définie, pour tout (z,y, z,t) € R*, par
w(z,y,2,t) = e —y+2z+3t,x+y—2z+t,3x+y—z+4t).

1. (1pt) Montrer que u est une application linéaire.

Soit (z,y, z,t), (2',y',2,t') ER* et A€ R. On a

uMa,y, z,t) + (2,0, 2, 1) = f(Dx + 2",y + 9/, Az + 2/, At + 1))

=20z +2)— My +y)+ N +2)+3M+t), Az +2")+ Ay +y) — 200z +2") + (Mt + 1),
3+ )+ Ay+y) — Az +2) +4(Mt + 1))
=AN2x—y+z2z+3t,c+y—22+t3x+y— z+4f)
+ 20—y + 2+ 3y =22+t 3+ — 2+ 4t
= du(z,y,z,t) +ula’,y, 2, t).

Donc u est une application linéaire.

2. (1,5pt) Déterminer une base de keru. L’application u est-elle injective ¢

Soit (z,y,z,t) € R On a

(z,y,2,t) € keru < u(x,y, z,t) = (0,0,0)
S 2 —y+2z+3t,x+y—22+t3x+y—2z+4t) =(0,0,0)

20 —y+2+3t=0

Scr+y—2z4+t=0

3x+y—2+4t=0

—3y+52+t=0
Ser+y—2z4+t=0

—2y+52+t=0

—y=0
Ser="72

t=—bz

< (z,y,2,t) = (72,0,2,—5z) = 2(7,0,1, =5).

Donc keru = Vect((?, 0,1, —5)). En particulier, ker u # {(0,0,0,0)}, donc u n’est pas injective.
Remarque : par le théoreme du rang, on a directement que u n’est pas injective.
3. (2,5pts) Déterminer une base de Imu. L’application u est-elle surjective ?
On a
Imu = {u(z,y,2,t) : (z,y, 2,t) € R*}

={@2r—y+2z+3t,x+y—22+t,3x+y—z+4t): (z,y,2,t) € R*}
={x(2,1,3) +y(—=1,1,1) + 2(1, -2, 1) + £(3,1,4) : (z,y,2,t) € R*}
= Vect((2,1,3), (—1,1,1),(1,-2,-1),(3,1,4)).



Donc la famille ((2,1,3),(—1,1,1),(1,—2,—1),(3,1,4)) est génératrice de Imu. Par le théoréme du rang,
on a dimker u + dimIm v = dim R*, soit 1 + dimImu = 4, et dim Im « = 3. Donc il suffit d’extraire une
famille libre & 3 éléments, par exemple ((2,1,3),(-1,1,1),(1,—2,—1)). Montrons que cette famille est
libre. Soit )\1, /\27 A3 €R.Ona

)\1(2, 1,3) + )\2(—17 1, 1) + )\3(17 -2, —1) = (0,0,0)
== (2)\1 — X+ A3, A1 + Ao — 203,301 + Ao — )\3) = (0,0,0)
201 — X+ A3=0
S A+ Ay — 2)\3 =0
3B\ +A—A3=0

—3X2+5A3=0
4 )\1+)\272)\3:0
—2X2 +5A3 =0
A =0
< /\220
)\3:0

Donc la famille ((2,1,3), (—1,1,1), (1, -2, —1)) est libre, donc c’est une base de Im u. De plus, Imu C R3
et dimImwu = dim R?, donc Imu = R3 et u est surjective.

Exercice 2. (6 points)
On considére les sous-ensembles suivants de R* :
F= {(x,y,z,t) €R4:x—|—y+z—|—t20}, G= {(x,y,z,t) €R4:x—y=Oetz—t:0}.

1. (1pt) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*. On admettra que G en est un également.
Ona0+0+4+0+0=0,donc (0,0,0,0) € F. Soit (z,y, 2,t), («',y,2/,t') € Fet A € R. On a \(x,y, z,t) +
(@', y, 2, 1) = Qe+ 2" Ay +y, Az + 2/, M+ 1), et

Ae+2)+Qy+y)+Qe+2)+(M+t)=ANz+y+z+t)+ @ +y +2 +1)=0,
donc \(z,y, z,t) + (2',9,2',t') € F. Donc F est un sous-espace vectoriel de R*.
2. (1,5pt) Déterminer une base de F et préciser sa dimension.
Soit (z,y,z,t) € R* On a
(x,y,2,t) eFesx+y+2z+t=0

St=—-x—y—=z
And (iC,y,Z,t) = (x,y,z, -z —y—Z) = .’E(].,0,0,—].) +y(0,1707_1) +Z(070,]—7_1)»

donc la famille ((1,0,0,-1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)) est génératrice de F. Montrons qu’elle est libre.
Soit A1, A2, A3 € R. On a
>\1(17 Oa 07 _1) + )\2(05 17 07 _1) + >\3(07 Oa 17 _1) = (0’ 07 07 O)
& (A1, A2, A3, —=A1 — A2 — A3) = (0,0,0,0)

)\1:0
o Aa=0
A3 =0

—A1 — A2 — A3 =0,

donc la famille ((1,0,0,-1),(0,1,0,—-1),(0,0,1,—1)) est libre, donc c’est une base de F. Cette base a 3
éléments, donc dim F' = 3.
3. (1,5pt) Déterminer une base de G et préciser sa dimension.

Soit (z,y,z,t) € R On a

z—y=0
(x,y,z,t)eG@{ZtO
rT=y
< z=t

< (z,y,2,t) = (z,2,2,2) = 2(1,1,0,0) + 2(0,0,1, 1),



donc la famille ((1,1,0,0),(0,0,1,1)) est génératrice de G. Montrons qu’elle est libre. Soit A1, Ay € R.

On a
>\1(17 ]-7 Oa 0) + )\2(07 0; ]-7 1) = (07 Oa 07 0) And ()‘17 )\17 >\27 )\2) = (07 07 07 0)
o A =0
Ay =0,
donc la famille ((1,1,0,0), (0,0, 1,1)) est libre, donc c’est une base de G. Cette base a 2 éléments, donc
dim G = 2.

4. (1pt) Déterminer une base de F'N G et préciser sa dimension.

Soit (z,y,z,t) € R* On a

r+y+z+t=0
(z,y,2,t) eFNG & Sz—y=0

z—t=0

z2=—-T
Sr=y

z=1

~ (1’7y72at) = (.’L’,LL',Z,Z) = (27715, —1‘7—37) = .’L'(l, 1a _17_1)7
donc la famille ((1, 1, —1, —1)) est une base de FNG. Cette base a 1 élément (non nul), donc dim FNG = 1.
5. (1pt) Montrer que R* = F +G. A-t-onR*=F @ G ?

Par la formule de Grassmann, on a dim(F +G) = dim F +dimG —dimFNG=3+2—-1=4.0On a
donc F+ G C R* et dim F + G = dimR*, donc R* = F + G. Par contre, F NG # {(0,0,0,0)}, donc
R*£FaG.

Exercice 3. (7 points)

1. (3,5pts) Calculer

x.

/ In(2 + arctan(zx))
z2+1
Indication : On pourra effectuer un changement de variable puis une intégration par parties.

Posons y = arctan(x). Alors
dz

T 1422

/ In(2 + arctan(z))

2 +1

dy

et

dz = / In(2 + y) dy.

Posons maintenant, pour tout y € R, les fonctions u(y) = In(2 4+ y) et v(y) = y. Par intégration par
parties, on a

[mesnar= [ ww @y =uwre - [ vwemds =y - [ 7

De plus,

Y 72+y7271_ 2
2+y 2+y 24y
On a donc
1
/ln(2+y)dy:yln(2+y)—y+2/mdy
=yln(2+y)—y+2In(2+y)+C (C € R)
=2+y)n2+y) —y+C.

En remplacant y = arctan(z), on obtient finalement

/ In(2 + arctan(x))

71 dz = (2 + arctan(x)) In(2 + arctan(x)) — arctan(z) + C (C eR).
x

Remarque : Avec le changement de variable y = 2 + arctan(z), on obtient directement le résultat apres
I’intégration par parties.



2. (3,5pts) Calculer
2
ﬁdx.

1 x—4
Indication : On pourra effectuer un changement de variable.

Posons y = \/z. Alors = y?, et dz = 2y dy. De plus, y = 1 quand = = 1, et y = v/2 quand z = 2. On a

donc
2 VT V2 2
Yy
——dz =2 —d
1 x—4 ! j: y? —4 Y
V3 v
=2(vV2-1 d
Va-n+s [
De plus,
I 1 _1( 1 1 )
-4 (y-2y+2) 4\y-2 y+2)’
donc

V2o V2o V2o
—— _dy= / —d —/ —d

/1 R voy—277 ) 2

(imly — 2012 = linly + 207?)

(In|v/2 — 2| — In|v/2 + 2| 4+ In|3|)
1 V2 -2

=1 (ln \@—1—2‘ +ln(3)>

= i(ln(?) —2v2) +1n(3))
1

=~ In(3(3 — 2v/2))

=~

Finalement, on a

/2 x‘ﬁ dz = 2(v2 — 1+ In(3(3 — 2v2))).

Exercice 4. (4 points)

Soit E = C([0,7],R) l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 7] & valeurs réelles. On considére les
sous-espaces vectoriels

F={feE:f0)=f(r/2)=f(m)}, G = Vect(sin, cos).
Montrer que E = F & G.
Indication : Pour u € E, on pourra chercher une fonction f € F de la forme f = u— Asin —p cos, avec A, € R.
(Ipt) Soit f € FNG. On a f € G, donc il existe A\, u € R tels que
f=Asin+pcos.

On a donc

f(0)
f(m/
f(m)

(m

I

&2

A
—H
On a aussi f € F, donc p = A = —pu, donc p =0 puis A = 0. Donc f =0g. Donc FNG = {0g}.
Il reste & montrer que £ = F + (. On raisonne par analyse-synthese.

Analyse (2,5pts) : Soit u € E. Supposons qu'il existe f € F et g € G tels que u = f+¢g. Ona g € G, donc il
existe A\, u € R tels que g = Asin +p cos. Donc

f=wu— Asin —p cos,



et

Ona f e F,donc f(0) = f(x), dou

puis £(0) = f(x/2), d'oi
1
N = u(m/2) ~u(0) + 1 = L (~u(0) + 2u(/2) — u(r))
Synthese (0,5pt) : Soit u € E. Soit f,g € F les fonctions définies par

f=u— %(—U(O) + 2u(mw/2) — u(m)) sin —%(u(()) — u(m)) cos

et

g = 5(~u(0) + 2u(r/2) — u(m))sin +5(u(0) ~ u(m)) cos

On a immédiatement f + g = u et g € G. De plus,

1

F(0) = u(0) = 5 (u(0) — u(m)) = %(U(O) + u(m)),

F/2) = u(m/2) — & (~u(0) + 2u(x/2) — u(r)) = 5(u(0) + u(r))

et

£l = () + 5 (u(0) — u(m) = 5(u(0) + u(r))

donc f(0) = f(n/2) = f(w), et f € F. Onadoncu= f+g, avec f € F et g € G. Donc EF = F + G. Comme
on a aussi FNG = {0g}, on a finalement £ = F @ G.



