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Exercice 4 Calculer, sur un intervalle ou le calcul est valable, les primitives des
Cursus préparatoire : algebre 2, analyse 2

fonctions rationnelles suivantes :

l‘2 dz . dx
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Exercice 1 Soit a < b deux réels et f: [a,b] — R une fonction croissante. de dz % + 4
1. Soit n > 1 et xg, 21, ...,y la subdivision de [a,b] en n parties égales. (c) /x2 ¥4 (8) / (22 +1)2 (k) (+) / 23 +522 + 92 + 5
(a) En s’aidant d’un dessin, définir le plus naturellement possible deux fonctions (d) () T q (h) () > +r+1 q
en escalier ¢ et ® sur [a,b] telles que ¢ < f et f < P. 22 — 4+ 9 t 22—z 1

(b) Calculer I(®) — I(p).

2. Montrer que f est intégrable au sens de Riemann sur [a, b]. Exercice 5 (x) En utilisant le changement de variable t = m — x, calculer :

. .
1:/ L SRz
o 14cos?x

Exercice 6 Calculer les intégrales suivantes :

Exercice 2 Soient a,b deux réels tels que a < b. Soit f: |

a,b] — R une fonction
continue.

b
1. Montrer que si f est & valeurs positives, et telle que / f(x)dx = 0, alors f est | L )
a 1ig? 3 . ™2 sindz dx
identiquement nulle sur [a, b]. (a) ; xe dz (c) i (z° +1)e”" do (e) il
0

1+ cos?x
2. Montrer que f est de signe constant sur [a, ] si, et seulement si, ¢ cos(Inz) 1/2 L /2 de
(b) ——dx (d) (Arcsinx)® dx (f) —_
b b 1 T 0 o l+2cosz
[ sl =| [ row).

Exercice 7 (x) Calculer les intégrales suivantes :

1
Exercice 3 Intégrales, parité et périodicité. / In(z2 +3) d d / -
. . . . (@) 0 n(a” +3) do ) 9 Va2 —2 sht + Cht
1. Soit @ > 0. Soit f: [—a,a] — R une fonction continue sur [—a, a. (poser t = v2/x) )
a a L VI=a? P V21 4z 4 a2 4
(a) Montrer que si f est paire, alors fz)dx = 2/ f(z)da. (b) L a? dz .
—a

(b) Montrer que si f est impaire , alors f(z)dx =

o (poser t = x3) COSQ
c =

2. Soit T' > 0. Soit f: R — R continue sur R et T-périodique. /2 zv/x +1 ! PR

(poser t = /x + 1) () . 1=a%dz

W/,
3
W e
0Ser T = cos (e) 2?In(z° — 1) dz
(p3 0) /2 /
/

b+T
(a) Montrer que pour tous réels a et b, / flx)de = / f(x)dx.

a+T .
(b) Montrer que pour tout réel a, / x)dr = / f(z Exercice 8 On note D = {(xa y) eR*[0<z <1,

a

s Sy<e

1. Montrer que pour tout = € [0,1],

2. Dessiner D.
3. Calculer l'aire de D.

s
X



Exercice 9 Démontrer, a l'aide de majorations, les limites suivantes.

1/2 " 1 —nzx
1. lim dx = 0. 4. lim dxz = 0.
n—+oo Jo 1+x n—+oo Jo 142
1 on 1
2. lim dz = 0. 5. lim dx = 1.
n—+too o 14z n—+oo Jo 14 2n
/4
3. lim (sinz)"dz = 0.
n—-+oo 0

Exercice 10 (x)
1 B x?
1. Montrer que i /4-?, m dx — 0 quand R — +4o0.
2. (a) Soient t € R et R > 0. Montrer que |1 + R%e%|? > (R? — 1)2.

™ it
(b) Montrer que R/ dt — 0 quand R — +o0.
0

e
1+ R?et
Exercice 11 Soit f: [0,1] — R une fonction continue. Pour n > 1, on pose I,, =

/1 t"Lf(t) dt.

0
1. Montrer que I,, — 0 lorsque n — +o0.

2. On suppose que f est de classe C* sur [0, 1]. Effectuer une intégration par parties
sur I, puis montrer que nl, — f(1) lorsque n — +oo.

3. On suppose que f est de classe C! sur [0, 1]. Montrer que fol f(¢) sin(nt)dt — 0.

/2
Exercice 12 Pour n € N, on définit w,, = / sin” x dz.
0

1. (a) Montrer que w,, > 0 pour tout n € N.
(b) Montrer que la suite (wp)n>0 est décroissante.
(¢) Montrer que nw,, = (n — 1)w,_s pour tout n > 2.
2. Déduire des résultats précédents que w,, ~ w,_1 quand n — +oo.
3. Justifier que la suite (nwy,wp—1)n>1 est constante, puis en déduire que

Wy, ~ .
2n

Exercice 13 On définit une application f: [0,1] — R par :

0= FO)=0et f1) =1.

On définit également une application F': ]0,1] — R par :

= dt

pour t €]0, 1],

1. Montrer que f est continue sur ]0,1][.
2. Pour z € ]0, 1], quel est le signe de F'(x)?
3. Montrer que F' est dérivable en tout point de ]0,1[ et calculer sa dérivée.
$2
4. P €10,1], t —— =In2.
(a) Pour z €0, 1], montrer que /z il
(b) Pour z € ]0, 1], montrer les inégalités : 22In2 < F(x) < zIn 2.
(c) En déduire l'existence et la valeur de la limite lim F(x).
r—1-
(d) En déduire que lim F(z)=0.
z—0t
5. (Bonus)

(a) Montrer que lim
e—0t

1—¢ 1
5 f(t)dt:/o F(t)dt.

1
(b) Déduire de ce qui précede la valeur de / ft)dt.
0

Exercice 14 Calculer les limites des suites suivantes :

n n ) 1 2 2\1/n .
1. anzgm7 3. Cn:ﬁkli[l(n +k’)/7
n n
k k.. k
2. b, = ;m, 4. dy = kz::lbm(a)bm(ﬁ)v

jus

Indication pour (d,) : v — %3 <sinz < x pour tout x € [0, 5.

Exercice 15 (x) Soit f une application continue sur [0,1] & valeurs strictement

positives. Montrer que
1 1
/ m(f(t)) dt < In (/ £(1) dt) .
0 0

Le saviez-vous ? Le mathématicien allemand Bernhard Riemann (1826-1866) a été
amené a préciser ce qu’est une fonction intégrable dans le cadre de travaux sur la
convergence des séries de Fourier, un sujet abordé par beaucoup de ses prédécesseurs.



