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FICHE TD 2 — Suites et séries de fonctions

Exercice 1. Pour tout z € R et tout n € N*, on définit

(=D

n? 4+ x2°

fu(z) =

1. Montrer la convergence normale sur R de la série de fonctions % f,.

2. Le série converge-t-elle simplement ? Converge-t-elle uniformément sur R? On notera f sa somme,

c’est & dire la fonction donnée par f(z) = 32, fa ().

3. Montrer que f est continue sur R.

4. Montrer que f est dérivable sur R et que sa dérivée f’ est donnée par
+oo n
/ _ (*1)
fi(z) = _21:712221 (n2 +a22)2 "

Exercice 2. Etudier la convergence simple et normale des séries de fonctions Z:ﬁ fn, de terme général
donné par :

xT

(1) falz) = ma sur R.

Exercice 3. Etudier la nature des séries de fonctions Y. £, , de terme général donné par :

(1) fal) = s sur [0, o0l
= 7(71)’”:1: sur
(2) falz) = (1+22)n’ R.



Exercice 4. Pour tout z € R et tout n € N, on définit f, par

fu(x) =ne ",

1. Etudier la convergence simple de la série de fonctions 370 f,..

2. Soit @ > 0. Montrer que la série Zj;i% fn converge normalement sur l'intervalle [a, +00[. On notera f
sa somme.

3. Calculer une primitive de f.

4. En déduire une formule simple pour la valeur de f(x).

Exercice 5. Calculer -

Vo €]0, [, f(z) =Y (n+1)sin(z)cos"(z)
n=0
et .
Ve >0, G(z):= Z e_nm”

Exercices supplémentaires

Exercice 6. Etudier la convergence simple et uniforme sur [0, 1] de la suite de fonctions (f,,)nen+ définie
par
n2=% +x

n+z

fn(x) =

Exercice 7. Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions (f,)nen suivantes :

x
(1) fn(w) = 1+nz’ sur [07 1]7
(2) fn(x) = sin (1 me) , sur [0, 400,
(3) fo(x) = na?e ", sur [0, 7] .
(4) falz) =2v/n e™"%, sur [0, 4o0].
Exercice 8. On définit pour tout z €]1, +o0],
+o00o
1
((z) = "
n=1 n

Montrer que ¢ est bien définie et de classe C* sur |1, +o0].
Exercice 9.° Pour tout # € R et tout n € N, on définit

(="
n(r) = —————.
In(@) 1+n+|z|

Etudier la convergence uniforme sur R de la série de fonctions Z::(’) fn-
Exercice 10. Soit I =]1,4o00[. Pour z € I, on pose

“+ o0

0. Exercice plus délicat, & faire en approfondissement



1. Montrer qu’on définit bien ainsi une fonction f sur I.
2. Montrer que f est continue sur 1.

3. Montrer que f est de classe C! sur I.

Exercice 11. Etudier la convergence éventuelle de la série de fonctions Z::B Uy, , OU
Un () = eV,

Donner un équivalent de la somme quand x — 0,z # 0.
(Indication : On pourra montrer et utiliser les inégalités de comparaison & une intégrale :

n+1
up () > / e Vit > Upt1(x).)
n
Exercice 12. Pour tout x €]0, +oo[ et tout n € N*, on définit

1
n+n2z’

“+ o0
n=1
1. Montrer que f est correctement définie et continue sur |0, +ool.

2. Déterminer un équivalent de f(x) quand  — 0T (Indication : on pourra comparer & une intégrale
comme 3 ’exercice précédent) et quand z — +o0.



