Utilisation de la Transformée de Fourier

1 Application a la résolution d’équations aux dérivées par-
tielles (EDP) linéaires sur R

1.1 L’équation de la chaleur : résultats d’existence et d’unicité d’une so-
lution

Etant donnée une condition initiale v : R — R, on veut maintenant résoudre 1’'équation de la
chaleur homogeéne sur tout R, d’inconnue u : [0, +00[xR — R :

ot

a—“(t,x)—g%‘(t,m) =0, pourt>0, zeR, (EC)
u(0,z) = v(z), pour z € R.

La modélisation associée a déja été brievement discutée dans le cadre périodique.

On raisonne d’abord formellement et on pose w;(z) = u(t, ). Supposons qu’une solution admette
une transformée de Fourier en la variable d’espace x pour tout temps ¢t > 0 (par exemple wu; est
intégrable, i.e. est dans L'(R)). Alors, pour p fixé, u;(p) va vérifier une équation différentielle de
variable t. En effet; on écrit pour ¢ €]0, +oo[

2ﬁlt(p) = %JRU(L SE)e_ipxd:B = J %(t’ :L’)e_ipxdx

ot o O
du Pu o -
= =7 () 5 9 (6,p) < (ip)*@(p) = —p*i(p). (ED)

[’égalité 2 est la dérivation de I'intégrale & paramétre t (p fixé), I'égalité 4 suit de (EC) et I'égalité
5 de la double application de la formule pour la transformée de Fourier d’une dérivée en la variable
spatiale  (Théoréme 0.7, Point 3 du Cours 7).

Donc ajoutant la condition initiale 4y(p) = 0(p) a équation différentielle (ED) de variable ¢ (toujours
pour p fixé), on obtient @ (p) = e 10 (p).

12 ——
Indépendamment, on a vu a I'Exemple 0.2 du Cours 7 que si g 5;(z) = ﬁe*ﬂ, alors g_g;(p) = e P’

donc iy (p) = g, (p)0(p)-
Maintenant, par la formule liant transformée de Fourier et convolution (Théoréme 0.2, Point 5 du
Cours 7), on voit que la fonction

ur() = (g1 * v)(x) (CV)

a la bonne transformée de Fourier. Par le calcul précédent, on déduit que 24(p) = Z4(p). Donc par
le théoréme d’inversion, u satisfait donc I’équation. Faisant la synthése et appliquant les théorémes

des chapitres précédents pour avoir un argument rigoureux, on obtient le résultat suivant :

ou



Théoréme 0.1 (Equation de la chaleur (EC) : existence et unicité d'une solution).
Soit v une fonction continue et intégrable sur R. Alors il existe une unique solution u de (EC)
vérifiant
1. pour tout t €]0, +o0[, u est continue et intégrable en x (i.e. v — u(t,x) est intégrable sur R),

5uet6u

2. les dérivées partielles sont bien définies, continues sur |0,4+00[ xR, et intégrables en

2 Eb gy
x pour tout t €]0, —i—oo[ﬁ

3. pour tout v € R, on a u(0,z) = v(z) et méme
|y — vy = J lu(t,z) —v(x)|dx — 0 quand t — 0.
R

De plus, cette solution u est C* sur |0, 4+0o[xR et continue sur [0, +oo[ xR.

Remarquons tout d’abord que I’équation différentielle (ED) ci-dessus n’est vérifiée que pour ¢ €
10, +00[. On a donc besoin d’une propriété de continuité en ¢ = 0 pour pouvoir y adjoindre la condition
initiale 4y(p) = v(p) dans I'argument ci-dessus. C’est le role de la condition 3 du théoréme; on peut
en effet vérifier pour tout p fixé que

@ (p) = 1o(p)| =

| o)~ wo(ope s

< J (u(t,z) — v(z))||e """ dz — 0 quand t — 0.
R
“1

Remarque 0.1. Plus précisément, pour pouvoir justifier I'égalité 2 ci-dessus, on demande non seule-

ment que 2(¢,-) soit dans L'(R) pour tout ¢ €]0, +00[, mais encore que ¢ — 2%(¢,-) soit continue de

ot
10, +oo[ dans LY(R), i.e.
1 B J;R

quand t — ty. En effet on peut alors écrire pour tout p € R fixé

. to+h ou v 1 ou v
Uy+n (D) — Uy (p) = JR (L pn —(t, x)dt) dx o JR (L P —(to + sh, x) (hds)) e Pz,

0

ou ou

ou ou
g(t,l’) ot (t07 )

Yig > 0, ‘ g(t, ) o (t07 ) dx — 0

de sorte que

o1 (P) = Ui (p) _ [ Ou
h g Ot

W to, 2)e~Pda| <

[ (to + sh,z) — ?; (to, a:)] ds e~ dx

Fub1n1

ou .
—ipx
J J [ﬁt to + sh, ) — pn — (to, )] e Prdxds

[ (to + sh,z) — Z@m@]

le "] dxds

_>O,
1

< sup
s€[0,1]

ou ou
E(to + Sh, Q?) — E(fo, Z')

quand h — 0, h # 0, utilisant notre hypothése.

1. Voir Remarque




Laissant maintenant un instant de cété la question de 'unicité, on peut se demander si la formule
donnée par la convolution (CV) ne permet pas d’envisager l'existence de solutions de (EC) pour des
conditions initiales v plus générales que dans le Théoréme [0.1] C’est 'objet du théoréme suivant qui,
contrairement au Théoréme [0.1] s’applique aussi pour des conditions initiales continues périodiques
comme dans le Cours 4.

Théoréme 0.2 (Equation de la chaleur (EC) : existence pour des données initiales plus générales).
Soit v une fonction continue ne croissant pas trop vite en +00 au sens ot il existe C' > 0 et 7 < 2
tels que

VreR, lu(z)| < Cel®
Alors, la fonction u : (t,x) — w(z) donnée sur |0, +00[xR par (CV) vérifie (EC) au sens ou
i s - u L, du :
1. les dérivées partielles 53 et 5 ewistent et sont continues sur [0, +oo[ xR,

2. si on pose également u(0,z) = v(x) pour tout x € R, u est continue sur [0, +o0[xR.
Idée de preuve du Théoréme[0.4 On donne ici quelques détails esquissés lors de la description du
Théoréme 0.1} Précisément, on montre successivement que sous les hypothéses du Théoréme (0.2
A la fonction u obtenue a partir de (CV) est bien définie sur |0, +oo| xR,
B le Point 1 du théoréme est vrai et la premiére ligne de (EC) est vraie,
C le Point 2 est également vrai.

Point A. On a pour tout z,y € R et tout ¢ €]0, +oo[ :

. C . ( e ;) |T+2|xy|+x2>
< xp | —== -
VAt P Y

_(z—y)?
e 4t

i v(y)

puis pour ¢,z fixés, on a pour |y| — 400

2 2 2 2 2 2 2

Y 2zy| + y y 2zy| + y y

_—— T _—_— _—— T _———————— = —— _—— 1 1
4t+|y|+ n 8t+< + |y|” + + (1+0(1)) |,

lgzi(z — y)o(y)| =

d’ou

C 2 1
‘g@(x—y)v(y)‘ < \/Re st x 0(1) :O(E) :

Comme on a de plus que y — g (7 —y)v(y) est continue sur R, on en déduit que I'intégrale
oo
u(r) = J gvai(z = y)o(y)dy
—©

est absolument convergente par théoréme de comparaison I (TCI) et la fonction u est bien définie
sur 0, +oo[ xR.

Point B. On va appliquer le théoréme de dérivations successives du Cours 6. La fonction

ot m,y) = g s —y)v(y)

est bien de classe C® en (¢, x,y) €]0, +o0[ xR? avec

(@=y)*
of e w ooy (P Py =)\ [y (0 (y—2)?
o b y) = Vi > T e Y L7 ’




of

%(tx,y) _ f(t,x,y)(y B (L’)

2t ’

%(m’y) _ % (g_i(m’y)(y_x) —f(t,x,y)) _ fta,y) ((y—ar)2 _ 1) :

2t 2t

de sorte qu’on vérifie en partlcuher (t x,Y) = ;{ (t,z,y). Soient a,b > 0 tels que a < b fixés. Pour
tout t € [a,b] et z € [—b,b], on dedu1t alors les dominations suivantes, utilisant la formule avec le
noyau de la chaleur pour tout y € R :

C y? 2|y + b2
< - _Z (T 14 B R
] < e (<2l + 2R ) o).

0 0* 0 b)?
D] = |52 o] < B2 (1 BLEEY g,
0 b
L 10| < SOWED

Toutes ces majorations étant intégrables en y (voir argument du Point A) et indépendantes de ¢, x, le
théoréme de dérivations successives assure bien que les dérivées partielles 2 612 4(t, x) et 24(t, z) existent
pour tout (¢, x) € |a, b] x|—b, b| et sont continues sur cet ensemble : a > 0 pouvant étre arbltralrement
petit et b > 0 arbitrairement grand, on a finalement la propriété pour tout (t,z) €]0, +oo[ xR, ce qui
conclut la preuve du Point 1 du Théoréme (0.1}

Point C. La continuité de u sur ]0, +00[ xR est une conséquence immédiate du point précédent. Pour
avoir la propriété jusqu’en ¢ = 0, ¢’est a dire la continuité de u sur [0, +oo[ xR, il suffit de voir que

li t =
(t,z)—»(l()r,rzlto),t>0 ult, ) = v(zo)

pour tout xq fixé dans R. Soit donc xy € R fixé. On commence donc par écrire pour (¢, z) €]0, +0[ xR,
suivant la définition (CV) et utilisant g 5; * v = v * g 5 que

22

2

u(t,z) = y)e 4tdy—

1 22
\/7 i Rv(x—z@)e 2\/27(122L (w—zxﬁ)\ﬁ (C)

via le changement de variable y = 24/2t. Cette derniére formule étant cette fois bien définie sur
[0, +00[ xR, on peut maintenant appliquer le théoréme de continuité des intégrales a parameétre pour
conclure. En effet, on a tout d’abord, que F : [0, +oo[xR?* — R donnée par

22

V2r

est bien continue. Reste a obtenir une domination appropriée. Soient a, b > 0 fixés. Pour tout ¢ € [0, a]
et tout = € [—b, b], on écrit

F(t,z,z) = (x—z«ﬁ)

= v(z — 2V2t) x g1(2)

22 22

< oellaieva) ¢ 2

e 2
2V 27r V2T

2

z

< C627—1(|x“r+|2\/§‘7) y e~ 7T < Cex (27*167 4 oF-1,12), T> ez
p 2| T

|F(t, 2, 2)| < Celm==V2" %

_z
2

)

S
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utilisant notre hypothése de majoration de v dans le Théoréme (sans perte de généralité, on peut
supposer T = 1), utilisant |z — z+/2t| < |z| + |2]v/2t par inégalité triangulaire, puis

Va,3=20, (a+B)7 <27 ' (" +87), carVt =0, (1+t)7 <27 (1+1¢)

pour 7 > 1. En particulier, notre majoration de |F (¢, z, z)| ne dépend que de la variable d’intégration
z, mais pas des paramétres (t,z) € [0, a] x [—b, b]. Vérifions maintenant que cette majoration est bien
intégrable en z :

M

T 5 C 22 2 3T 1
Cexp (2771b7 + 237’1a7/2|z|7> R exp (—Z— + 2717 + 2321aT/2|z|T) =0 (—)

V2T A/2T 4 2

. J
g

——0o0 quand |z| >+

quand |z| — + 4 o0, d’ou cette majorante est bien intégrable en +oco. Au bilan, le théoréme de
continuité sous l'intégrale s’applique bien et on a

lim u(t,r) = lim J F(t,z,z)dz
R

(t,:v)ﬂ((],:co),t>0 (t,l’)%(o,{ro),t>0

= fR lim F(t,x,2)dz = v(xo) JR g1(2)dz = v(xo) = u(0, xo),

(t,2)—(0,20),t>0
.

F(0,x0,2) ;rv(xo)gl (2)

car g; est un densité de probabilité gaussienne d’intégrale 1 (déja vu dans le cours). Ceci conclut la
preuve du Point 2 du Théoréme [0.2]: u est bien continue sur [0, +oo[ xR. O

Théoréme 0.3 (Equation de la chaleur (EC) : résultats de comportement en temps long).
Soit v une fonction continue. Dans les deuz cas suivants, on se donne u la solution de (EC) donnée
par la convolution (CV) et on pose uy : x — u(t,x).

1. On suppose que v € L'(R) est intégrable. Alors uy/4nt —  v(z)dz simplement sur R quand
t — +oo. En particulier, uy — 0 quand t — +o0.

2. On suppose que v tend vers des limites finies en +oo : ol existe I, l_ € R tels que

xl_l)r}rloov(a:) =1y et xl_l)IEloOU(SL’) =1_.

ly+1_

Alors uy — simplement sur R quand t — +o0.
Preuve du Théoréme [0.3.
Point 1. Soit z € R fixé. On utilise directement la formule (CV) pour écrire

T—y 2
uy(z)Vart = J e T v(y)dy.
R

On a alors la majoration intégrable et indépendante de ¢ :

_ (z=y)?

VyeR, e oyl < Ju(y)l

car v supposée intégrable. De plus, on a pour tout y € R donné

_ (z=y)?

e A v(y) - v(y)

3



quand t — +4o00. Le théoréeme de convergence dominée permet donc de conclure que

_ (z=yp)?

i e v(y)dy=JRv(y)dy,

ce qui conclut la preuve du Point 1.

Point 2. On va utiliser la formule (C) obtenue par changement de variable ci-dessus. Posant F' comme
juste en dessous de (C) et fixant = € R, on vérifie que

22 [_siz>0,

e”z 1 2
F(t,z, z) " v (a: — Z\/ﬂ) Nors — Fp(z) = ——e 27 x v(x)siz =0,

I, siz2<0,

quand t — +o0. La fonction v étant continue sur R et tendant vers des limites finies en +oo, elle est
bornée : il existe M > 0 tel que |v(y)| < M pour tout y € R. On a donc la domination intégrable en

z et indépendante de ¢ :
1 22
F(t,z,z)| <M e 2.
Pt )] < M——

Le théoréeme de convergence dominée assure donc

I+
lim | F(t,z,z)dz = f Fo(2)dz = =
t——+00 R R 2
—_—
=u(t,x)
22 Z2
utilisant que \/Lz? S(;roo e zdz = \/%7 SO_OO e zdy = 1, ce qui conclut. O

1.2 Nécessité d’hypothéses pour avoir I’existence et 'unicité des solutions
de (EC)

On donne maintenant quelques exemples montrant qu’on ne peut espérer avoir existence et unicité
d’une solution de (EC) sans hypothéses, d’ou les précautions dans celles des théorémes précédents.
Ce premier exemple montre que la solution peut "exploser" en temps fini.

Ezemple 0.1. On peut vérifier que la fonction u donnée par

2

u(t,x) = 10

TH

1—t

satisfait bien 1'équation de la chaleur pour (¢, ) €]0, 1[xR avec la condition initiale u(0,z) = e**/4,

Cependant, cette solution tend vers 400 quand ¢ — 1~ (uniformément en x). On dit parfois qu’elle
"explose" quand ¢t — 17.

Remarquez que cette croissance en @ — +oo comme e*I'/4 pour 7 = 2 est le cas limite mais n’est
pas couvert par ’hypothése de croissance sur la condition initiale du résultat d’existence globale (i.e.
pour tout ¢ > 0) du Théoréme [0.2]

Ce second exemple montre qu’il n’y a pas forcément unicité de la solution de (EC). Plus pré-
cisément, pour v identiquement nulle sur R, on a toujours la solution nulle u sur [0, +oo[xR. On
construit dans l’exemple suivant une autre solution de (EC) pour la méme condition initiale. Par
principe de superposition, ceci donne la non-unicité pour toute condition initiale telle que (EC) admet
une solution classique.



Exemple 0.2. Soit a@ > 1 donné. Considérons la fonction F': R — R donnée par

F(t) = { exp (—75) pourt >0,

0 pourt<0.

Alors on peut vérifier que I est C® avec les dérivées F*(0) nulles pour tout k € N. D’ailleurs, il est
immeédiat par croissance comparée exponentielle/polynéme que, pour tout k € N,

F(t) = o(t*) quand t — 0.

On peut alors définir u par
1t 2n

ult,z) = Y én)!F(”)(t).

Montrons que u satisfait bien (EC) pour la condition initiale v identiquement nulle, i.e. v(z) = 0
pour tout x € R.

Tout d’abord, il suit clairement de ce qui précéde que u(0,z) = 0 pour tout = € R.

Admettant que cette série et ses dérivées convergent E], on vérifie formellement pour (¢, z) €]0, +00[ xR
que

+00 2n
n+1 _ ! (2) (3)
attx Z:: )—F()+2'F ()+4,F (1) +
et que
(92 0 g2 x? .
F<”> =F'(t)+ =—F® —F®

si bien que 2(¢,z) = %(i,x) et (EC) est vérifiée.

Ceci étant vrai pour tout a > 1, on peut vérifier que cet exemple donne une infinité de solutions
réguliéres classique de (EC) avec condition initiale v identiquement nulle (solutions de Tychonoff).

Une derniére remarque culturelle : Tychonoff montre dans son travail que la procédure de I’Exemple
0.2 permet méme de construire une telle solution u, globale (i.e. définie pour tout ¢t = 0) de (EC)
avec donnée initiale v = 0 identiquement nulle et satisfaisant de plus sup,., |u, (¢, z)| < Cel*l” pour
tout 7 > 2, alors que 7 < 2 dans le Théoréme et que 7 = 2 dans 'Exemple 0.1.

1.3 L’équation des ondes II

Nous avons déja proposé une solution de I'équation des ondes homogéne avec condition initiale
dans le Cours 4 : la formule de d’Alembert. Une méthode pour obtenir cette formule utilise la
transformée de Fourier. C’est ’objet de I'exercice suivant :

FEzercice 1. Utiliser la transformation de Fourier pour résoudre 1’équation des ondes (ou de la corde
vibrante) :

Ztg(t,x)—gg(,x)z(), pourt >0,z e R,
u(0,z) = v(x) pour z € R,
a“(0 x) =0, pour z € R.
2. On peut pour cela montrer la majoration : il existe § = #(«) > 0 tel que pour tout ¢t > 0, on a
k! 1
FM ()] < — g
FO0] < e



Reprenons les arguments formels du début du chapitre. Soit p € R une fréquence fixée. On a pour
t €]0, +oof

& & e Pu, e P u _
ﬁut(p) = JRu(t,x)e PPy = fR W(t,x)e PPy = P —(t,p) = . 2(t p) = —p*iy(p).

Les solutions de cette équation différentielle (p est toujours fixé) sont donc données par
Vt =0, w(p) = A(p)cos(pt)+ B(p)sin(pt).

En y adjoignant les conditions initiales

» ’ é\ 0 —ipx
Up(p) = 0(p) et n —(0,p) = fRa—z(O,x)e PPy =0,

on obtient B(p) =0 et A(p) = 0(p). D’ot
eipt 4 e—ipt

5 = w(z) =

i (p) = o(p) (u(z +t) +u(z —1)),

DO | —

par le Point 5 du Théoréme 0.8 du Cours 7. On retrouve la formule de d’Alembert dans ce cas
particulier.

1.4 L’équation de SchrA9qdinger

Etmant donnée une condition initiale v : R — R, on veut maintenant résoudre 1’équation de
SchrA {dinger homogéne sur tout R, d’inconnue u : [0, 40| xR — C :
Wt z) — %(t x) =0, pourt>0, zelR, (ES)
( T) = ( ), pour x € R.

On raisonne formellement comme au début de ce cours, posant u;(x) = u(t,z). Supposons qu’une
solution admette une transformée de Fourier en la variable d’espace x pour tout temps ¢t = 0 (par
exemple u; est intégrable, i.e. est dans L'(R)). Alors, pour p fixé, @;(p) va vérifier une équation
différentielle de variable ¢t. En effet, on écrit pour ¢ €]0, +oo[

B ou 52
—_ —ipx — —1ipT _ .2~
[%ut(p) (%J u(t, z)e Prdr = J Fn (t,x)e Prdx = n —(t,p) = - & 2(t p) = = ip w(p). (ED2)

[égalité 2 est la dérivation de 'intégrale a paramétre t (p fixé), I'égalité 4 suit de ix (ES) et I'égalité
5 de la double application de la formule pour la transformée de Fourier d’une dérivée en la variable
spatiale z (Théoréme 0.7, Point 3 du Cours 7).

Donc ajoutant la condition initiale u(p) = 9(p) & ’équation différentielle (ED2) de variable ¢ (tou-
jours pour p fixé), on obtient @ (p) = €**'5(p). En particulier, comme p?t est réel, |G,(p)| = [3(p)].
Ainsi, utilisant aussi le théoréme de Plancherel I'énergie {, [u,(x)[*dx est indépendante du temps car

| Pz = o= [ @ = - | @)= | oo,



Comme pour I’équation de la chaleur, cette formule multiplicative en Fourier suggére que la solution
soit, donnée pour ¢t > 0 par une convolution. Il s’avére que c’est bien le cas

1 g2
u(t,r) = ———— | v(x —y)e "4 dy.
(t2) = —r | oo — ey
2
Remarquons tout d’abord qu’on peut formellement écrire le noyau —z——e "% avec lequel on

e Vi \/Ant

convole la condition initiale v comme g 5;(y). Concernant le sens de cette intégrale, remarquez
également qu’il s’agit d’une intégrale oscillante, dont a on a essentiellement vérifié la convergence
pourv=1ett= i a I’Exercice 6 du Cours 5.

2 Le principe d’incertitude

En physique, ce principe donne une limitation théorique a la précision a laquelle on peut connaA@tre
a la fois la position et la quantité de mouvement d’une particule.

Etant donnée une particule dont la position suit une densité de probabilité f, alors la position
moyenne de la particule est donnée par l'espérance xg := SR zf(z)dr € R. Une fagon de mesurer
alors ’écart moyen de cette particule par rapport a cette position moyenne est donné par la variance
ou incertitude donnée par o? := { (z — z9)?f(x)dx. Essentiellement, o = 0 dans la cas déterministe
d’une particule en z( avec probabilité 1, i.e. f = J,,. En physique quantique, si cette distribution de
position est donnée en général par f(x) = |[¢(x)]?, alors la distribution du moment est donnée par
1)(p )|2/(27r) de sorte que la variance ou incertitude du moment est donnée par 5= {, (p—po)?[1(p)2dp

ou pg = % SRpW (p)|?dp. Dans la suite, on prendra pour simplifier 7o = py = 0. Attention que les
constantes explicites apparaissant dans cette section dépendent de la normalisation (souvent diffé-
rente en physique) choisie pour définir la transformée de Fourier. D’autre part, dans ces applications
en physique quantique, la constante de Planck A joue un réle dimensionnel, mais elle n’apparaA@t
pas en général dans les énoncés mathématiques ot ’on préfére travailler en variables adimensionnées.

Nous avons déja évoqué le principe (vague pour l'instant) suivant : plus une fonction est localisée,
plus sa transformée de Fourier est "étalée". Par exemple, nous avons vu que la transformée de Fourier
d’une indicatrice %1[,171] est la fonction sinc qui ne décroA@t pas trés vite vers 0 au sens o elle
n’est pas intégrable en oo (cf. Cours 5). Une autre manifestation plus quantitative de ce principe
est le Point 6 du Théoreme 0.8 du Cours 7 concernant le changement d’échelle : pour f € L'(R)

donnée, si
1 T
VoeR,  fila)i=—f (g)

pour & > 0, alors f-(p) = f (ep). Dans le cas ot {z f =1, nous avons vu que {, f. = 1 également et
que les f. se concentrent en 0 au sens ou f. — dp au sens des mesures quand ¢ — 0. Le Changement
d’échelle donne alors que les fa s’étalent au sens ol fg — f = SR — 1 simplement sur R. A la
limite, on retrouve la propriété que la transformée de Fourier d une mesure 9y de Dirac supportée en
un seul point est la fonction constante égale & 1 partout.

Notation : on note S(R) I'ensemble des fonctions ¢ € C* a décroissance rapide, c’est a dire telles que
toutes les fonctions x + 1)) (z)](1 + |z|?)? sont bornées sur R pour tout m, k € N. Ces propriétés
de décroissance /régularité et les formules calculatoires vues sur la transformée de Fourier assurent
que

YeSMR) — PeSR).



On peut alors formaliser I'intuition ci-dessus dans le théoréme suivant :

Théoréme 0.4 (Principe d’incertitude d’Heisenberg). Soit ) € S(R). Alors on a

([ wwra) <2 ([ wwra) ([ iors) .

—ba?

De plus, on a égalité si et seulement si 1(x) = ae pour des constantes a € C et b > 0 données.

On peut tout d’abord observer que, pour b € R, z — e %" est dans S(R) si et seulement si b > 0.

Démonstration. On commence par intégrer par parties en écrivant
| Iwfs = | o@iis = ai@P] 7 - | 2 @@ + vie) da
=0+ 2f —Re (xzb(m)@(x)) dzx (1)
R

en observant que

(4@P@) = (¢ @)5() + 6(@)P (@) = 2Re ($(2)T(2)
que x| (z)]?> — 0 quand z — Foo, car ¥ € S(R) implique que z — z%|¢)'(x)|? est bornée sur R, et
remarquant enfin que x est réel. Indépendamment, on peut écrire
|| e (o @) do| < [ |=Re (o)) do < [ fev @)l ds = [ oo 0 @) dr,
R R R )

utilisant d’abord | { f| < {|f], puis que | — Re(z)| < |z| pour tout z € C. Maintenant, utilisant
Iinégalité de Cauchy-Schwarz[}, on a

(ngﬂww%@MM)2<(J;mw@n%m)(LJw%me). (3)

Enfin, on utilise le Théoréme de Plancherel, puis le Point 3 du Théoréme 0.8 du Cours 7 sur la
transformée de Fourier d’une dérivée 1//(p) = ipy) pour écrire

| @ = o [ 7] o= 5- [ linde)ldp. (4

En mettant , , et bout & bout, on obtient bien I'inégalité souhaitée. O

Ezxercice 2. En inspectant le cas d’égalité de toutes les inégalités de la preuve ci-dessus, montrer
qu’on ne peut avoir egahte dans le Théoréme 0.4] que s'il existe ¢ réel et < 0 tel que ¢'(z) = czy)(z),
puis que ¢¥(x) = ae 2% avec ¢ = —2b et a € C comme dans la conclusion du théoréme.

3. Preuve de 'inégalité de Cauchy-Schwarz : pour f,g: R — C mesurables, la fonction polynoémiale de degré 2

> i x2x=2 x2x x)g\x)lax .’Ezfl'
’ LWKWHmn>d p@m»d+%kvmmnd+kw>w,

est positive sur R, d’oul elle a au plus une racine et son discriminant A est < 0, i.e.

([ st |m)—djm ke ) ( [ 1n@par) <o.

pour peu que toutes les intégrales convergent.
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