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Proposition de corrigé pour la partie IT du CC2 (séquence 1) du 25 avril 2022

Exercice 1. 2 points L’intégrale impropre
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est-elle convergente ou divergente ? Justifier soigneusement votre réponse.

Il y a deux régions spéciales : prés de 0 et prés de +00. On réécrit 'intégrale sous la forme
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Et on 'analyse séparément.

sk est bornée sur [0, 1], on a les inégalités suivantes :

1. 1 points La fonction

|sint| <t, el —1>t  Vte0,+o0]

sint ' sint !

Donc | - 1| <1 = / | - 1’dt < / 1dt. Donc l'intégrale converge absolument=-
et — et —

converge. 0 0

2. 1 points On utilise que sint < 1,Vt € R. Sur [1,4o00] on a les inégalités :

| sin ¢| 1 1 1 et
<

i < ,
et—1 " et -1 et(l—e_t>_1—e—1

sint
et — 1

+o0 e—t 1
L’intégrale / dt converge = /
1 0

1 i dt converge absolument =- converge.
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Exercice 2. 8 points Pour z > 0, on pose I'(x) = / t" et dt.
0

1
1. Pour z > 0, montrer que l'intégrale / t* e~ dt est bien convergente.
0

+00
2. Pour x > 0, montrer que 'intégrale / t*Le~t dt est bien convergente.
1

3. En intégrant par parties, exprimez I'(z + 1) en fonction de x et I'(x).
4. En déduire une expression de I'(n) pour tout n € N*.
5. En utilisant ’égalité

+o00
/ e dt = ﬁ
0 2

et un changement de variables, calculer la valeur de I' (%) .
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6.

1. 1.5 points

2. 1.5 points

3. 1 points

4. 1.5 points

5. 1 points

6. 1.5 points

En déduire I’ (n + %) pour tout n € N.

On utilise 'inégalité suivante :
0 <t le " <" sur |0, 4+o0]

tl‘—l

1 1
1
Yz > 0 on a que / t*'dt = = converge. Donc par comparaison / e~ 'dt converge.
0 z 0

ATTENTION : Si 0 < z < 1 la fonction t* e~ est pas defini & 0. On a

et <trleTt <77 it €]0,1]

1 1
Et lim ¢*~ ! = 400, donc / t*le~tdt, / t*~1dt sont impropres.
t—+0 0 0

+oo
Au voisinage de +o0o on a t*le7t = o(%) = / t*le~tdt est convergent parce que

$2
+o0 1
/ —dt converge.
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En intégrant par parties on a
+o0 +oo
Mx+1) = / the tdt = [—t"e 7> + / wt" et dt = 0+ 2 ().
0 0
Donc I'(x 4+ 1) = zI'(z)

1

Onal(l) = / e'dt = 1. Pour trouver un motif ici, on calcule les exemples avec n =
0

1,2,3,..

Donc on prouve par induction que I'(n + 1) = n! :

L’initialisation : I'(1) = 0Ol

Le cas général : On suppose que I'(m) = (m—1)!, m e N;m > 2. = '(m+1) =ml'(m) =
m-(m— 1) =m!

Le changement de variables suivant est proposé : t = u?.

1 +°° ' teo e
r <§> :/ T2l dt = / 2" du = /7
0

On utilise le résultat de 3, T'(z + 1) = zI'(z) :
1 1
H(rea)= (2l -
(2n—1)(n ) (Zn— 2n—1)>

1 (2n)!
[2n(2n—2)...(2n— @n 2 (5) = VT

Par définition
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