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L’épreuve dure 1h30. Vous pouvez utiliser librement le formulaire en fin de sujet. Les documents, calculatrices
et téléphones portables ne sont pas autorisés. Le baréeme donné est a titre indicatif. On prendra soin de justifier
les réponses. Les deux parties sont a rédiger sur des copies séparées. Le sujet comporte une question de
cours et quatre exercices.

Partie I

Question de cours. |2 points| Soit (f,)nen une suite de fonctions de R dans R. Donner la
définition de la convergence normale de la série de fonctions ano fn-

Corrigé. On dit que ) ., f, converge normalement sur R si la série numérique & termes
positifs Y~ oo [|fall est convergente ou ||f,|| = sup,cg |f(z)]. D'une fagon équivalente, on dit
que Y -, fn converge normalement sur R, s’il existe une suite numérique (u,)nen telle que la
série numérique Y -, u, est convergente et telle que |f,,(z)| < u, pour tout z € R et pour tout
n > 0.

Exercice 1 |3 points]
1. Déterminer un équivalent simple quand x — 0 de
sin(x)(1 — cos(z))
fla) = —
z4In(l + z)

g(z) = (1 + %)mw).

(x #0).

2. Etudier la limite de

quand x — +00.

Corrigé.
1. On a
72
sin(x) ~o x, 1— cos(x) ~o oL In(l+2z) ~ox
et comme les équivalents sont conservés en passant aux produits on obtient
sin(z)(1 — cos(z)) roax? 1
z4In(1 + ) O oxt r T 22
2. On a
(1+1>ln() (1()1(1+1))
— =exp ( In(z) - In —
NG g NG
Comme
N
on a

1 \In)
lim (1+—) _ 0

T—+00

—_



Exercice 2 [5 points| Pour tout z € R et tout n € N, on définit

fn(x) = <_1)n

nd +er’

1. Montrer que la série de fonctions ) ., f, converge normalement sur R. On notera f(x) =
> >0 fn(z) sa somme pour z € R. -

2. Montrer que f est continue sur R.

3. Montrer que f est dérivable sur R et que sa dérivée est donnée par

/ = (_1)n+1€:€
fi(x) = Z m, pour tout = € R.
n=0

Corrigé.
1. Comme e* > 0 on a n3 + e* > n3 et donc
= 1 < 1 R N*
|fu(2)| = B = bow tout z € R,n € N*.

La série Y, .o -5 est une série de Riemann convergente. Par le critére de comparaison la
série > oo || fnl] est convergente et par définition la série Y ., f, converge normalement sur
R. On notera donc f(x) =3, - fu(x) la somme pour z € R.

2. Comme ) ., fn converge normalement sur R et donc uniformément et comme chaque f,
est une fonction continue sur R, f est continue sur R.

3. On étudie la convergence normale de la série des dérivées > . fh ().

On a = ( 1)n+1 x x
/ _(_1\n —€ _ € ()] = 6—
fn(x) = ( 1) (n3 T QI)Q - (TL3 + ex)zﬂ |fn( )| (n3 + ex)Q .

Comme ne” < ((n?)? + 20" + ) = (n* + ¢*)? on

er 1

m < pour tout € R,n € N*,

(@) =

n3’

De méme ici, la série ) ., % est une série de Riemann convergente, par le critére de
comparaison la série Y - || f.| est convergente et par définition la série Y. ., f. converge
normalement sur R et donc en particulier uniformément. [ Remarquons que nous avons également
pu travailler sur un intervalle fermé et borné |a, b] et utiliser Uencadrement | f] (x)| < m]
Conclusion. Comme

(i) la série des dérivées ) ., fr(x) converge normalement (et donc uniformément) sur R,

(i) la série > -, fn(x) converge simplement (car elle est normalement convergente d’aprés
(1)) sur R,

on peut utiliser le théoréme du cours et conclure que f est dérivable et que sa dérivée est
donnée par

+oo n+1_x
f(z) = Z (_1)—6, pour tout x € R.
(n3 + e)?

n=0



Partie 11

Exercice 3 [6 points| Soit f : R — R la fonction 27r-périodique paire définie par
x
=— 0, 7.
fw) =2 sur [0.7]
1. Dessiner le graphe de f sur U'intervalle [—2m, 27].

2. Montrer que le coefficient a,, de la série de Fourier de f est donné par :

_ _2((=n"-1)
apg =1 et an—TpourtouthL

3. En déduire que la série de Fourier de f est donnée par

|
— _— 2 1x).
5 +p§”2(2p+1>2 cos((2p + 1)x)

Quand cette série converge, sa somme sera notée Sf.

4. Justifier la convergence simple de la série de Fourier et que Sf(z) = f(x) pour tout x € R.
5. Calculer la valeur des sommes

1 1
2 1P

n=0 n=>0
Corrigé.
1. Graphe de f sur l'intervalle [—2m, 27] :
N
4-.
oo 0 5 o ’
2. Comme f est paire on a
2 ™
ay, = —/ f(z) cos(nz) dx.
T Jo
On a donc 5 7 o .2
x x
= — — d = —[—|T = 1
o 7T/0 — 772[2]0
et pour tout n > 1
2 [T 2 i ™ T si
an = — [ xcos(nr)dr = —; ( [xsm(nx)] - / sin(na) da:)
2 Jo T n  Jo 0 n

2 [cos(mz:)]7r _ 2((—=1)™ — 1)'

0 m2n2



3. Ona (—1)" =1sin est pair et (—1)" = —1 si n est impair. D’ou

—4
aszp, =0, pour p > 1, agy1 = 5. pour tout p € N.

m2(2p + 1)

Comme f est paire, b, = 0 et donc la série de Fourier de f est
1 X 4
— E _ 2 1)x).
2 " p=0 m(2p + 1)? cos(2p + 1)e)

Quand cette série converge, sa somme sera notée Sf.

. Comme f est C!' par morceaux, d’aprés le théoréme de Dirichlet la série de Fourier
converge simplement sur R et on a Sf(x) = (f(z*) + f(z7))/2. Comme f est continue
on a Sf(x) = f(x) pour tout x € R.

. D’aprés (4) on a pour tout x € [0, 7]

1 KR 4 x
- T cos((2p+1)z) = 2.
5T pz; p 17 cos((2p + 1)x) -

Pour z = 0 on obtient :

et donc

D’apres la formule de Parseval

1, I —4 I N S
- - ) - = d
3) +220(7r2(2p+1)2) or J, Sl de

p= 0

Comme f est paire on a

o [ prar=t [Crera=t (G aw=g

~(2n+1)t 873 47 96

Enfin

Exercice 4 [4 points| On considére I’équation différentielle sur R

y'+2y=f

ou f est la fonction donnée dans ’exercice 3.

1. On suppose que yo est une solution particuliére de (E) développable en série de Fourier

yo(x) = AO + Z (A, cos(nz) + By, sin(nz)).

n=1

Déterminer A, et B,, [On ne demande pas ici de justifier la convergence des séries inter-
médiaires dans les calculs.]



2. Vérifier bien et en justifiant que la fonction ainsi trouvée est solution de (E) sur R.

3. En déduire la solution générale de (E) sur R.

Corrigé.
1. On a (formellement) en dérivant terme-a-terme :

+o00
yo(x) = Z(—nAn sin(nz) + nB, cos(nx)),
n=1
+oo
yo(z) = Z(—nQAn cos(nz) — n? B, sin(nx)).
n=1
On remplace dans I’équation (F) :
+00 AO +00
" _ 02 2 : - 1
Yo () + 2yp(x) = ;( n*A, cos(nr) —n°By, sin(nzx)) + 2< 5 T ;(An cos(nzx) + By, sm(nx)))

+o0o
= Ao+ Z((Z —n?)A, cos(nz) + (2 — n?) B, sin(nx)).

Par identification on obtient

1
Ay = 3 (2 —n?)A, =a,, (2—n*B, =0, pour tout n > 1.

D’ou Ay = %, B,, = 0 pour tout n, Ay, =0 pour p > 1 et pour tout p € N

—4 4
Agpiq = = .
T R2p+1202 - 20+ 1)) w2(2p+1)2(4p2 +4p — 1)
Enfin .
1 = 4
_ - 20+ 1)x).

3. Posons f,(z) = cos((2p + 1)z). Alors on a pour tout p > let x € R

4
72 (2p+1)2(4p%+-4p—1)

4 1 , 1 , 1

|fp(‘r)‘ < 7T2(2p)2(4p2) = 47T2p4’ |fp(x)‘ < W’ |fp (ilj’)| <

7T2p2

- 1 1 1 - -

Comme les séries }- o 7, D051 75, 2op>1 5z Sont des séries de Riemann convergentes on
st / i

conclut que les séries > -, fp(2), > ,50 fp(2), 2,50 fp () sont normalement convergentes (sur

R). Par le théoréme des dérivations des séries on conclut que

/ / —4 :
@) = D7) =Y i =1 P U

p=>0 p=>0

(@) = 3 13(@) = ¥ e cos((20+ D).

2 _
p=>0 p=>0 4p T 4p 1)

En remplagant dans 1’équation (E) on conclut que

1 —4 4
4 20 (x) = — ( 2 ) %+ 1
Yo (%) + 2uo(x) 5 " ; m2(4p? +4p — 1) * m2(2p + 1)2(4p2 + 4p — 1) cos((2p+ 1)a)



1 —4
=-+>) ———cos((2p+1)x).
2 p%; 72(2p + 1)2

D’aprés la question 4 on a bien pour tout x € R

+ Z Wily cos((2p + 1)x)

p=>0

f) =3

et par conséquent y, est bien une solution de (£) sur R.

4. I’équation homogene associée a (E) est y” + 2y = 0 et I’équation caractéristique est
r? 4+ 2 = 0. L’équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées v/2i et —v/2i
et donc le solution générale de I’équation homogene associée a (E) est

yen(x) = Cy cos(vV2z) + Cysin(v2zx), ou Cy,Cy € R.

D’ou la solution générale de (E)

yp(r) = yo(x) + Cy cos(V2x) 4+ Cysin(v/2z), o Oy, Cy € R.

Formulaire

Les coefficients de Fourier de f T-périodique continue par morceaux sont donnés par l'inté-

grale sur une période (a au choix, w = 2%)
2 a+T 2 a+T
a,(f) = ?/ cos(nwx) f(z)dz, bo(f) = T/ sin(nwzx) f (z)dz,
1 a+T )
Wl =g [ e s

La série de Fourier est alors
% + ; a, cos(nx) + ; by, sin(nzx) .

Si f est continue et C'! par morceaux, alors on a pour n > 0

an(f') = nw bu(f), bu(f') = —nw an(f).

La formule de Parseval, valable pour f T-périodique continue par morceaux, s’écrit

2

n=1

a+T aop 2 I 9 )
L )Pz = 0 LS a2+ 0a01)



