Université Claude Bernard Lyon 1 Semestre de printemps 2025
L1 mathématiques-informatique UE : Algebre 1B (MAT1070L)

Controéle du 8 avril 2025
Sujet A

Durée : 1 heure

Les documents et les téléphones/calculatrices/ordinateurs sont interdits.

Attention & rédiger correctement. Toute rédaction incompléte ou imprécise sera sanctionnée méme si

le raisonnement est correct.

Important : indiquer la lettre du sujet (A ou B) sur la copie

Exercice 1. Questions rapides (mais justifier briévement les réponses).

a) Soient a et b deux nombres complezes. Calculer la partie imaginaire de ai+ b.

b) Déterminer le degré et le coefficient dominant du polynéome A(X) = 2X2—-2X17-3X14 49X 16_gx4,
¢) Vrai ou faux ? le nombre complexe i est une racine de B(X) = X3 — (2 +1)X2+3iX + 1.

Solution. a) On écrit a = Re(a) +iIm(a) et b = Re(b) + 1Im(b). Alors
ia+b=1iRe(a) — Im(a) + Re(b) + iIm(b) = —Im(a) 4+ Re(b) + i(Re(a) + Im(b))

donc Im(ia + b) = Re(a) + Im(b).
b) Le monéme de plus grand degré qui apparait dans A(X) est —2X'7 donc son degré est 17.

¢) On calcule

Bi)=i - (2+1)i®+3i-i+1=—-14+2+4+i-3+1=0

donc 1 est bien une racine de B. O

Exercice 2. Soit z = —27iel 7.
1. Déterminer le module et un argument de z.

2. Combien z admet-il de racines cubiques? Déterminer le module et un argument pour chacune

des racines cubiques de z.

Solution. 1. On a |z| = |-27| - ‘ei%ﬂ’ = 27 et ﬁ = —7T = ™T = &7 donc 97 /7 est un

argument de z. Autrement dit, z = 27 el

: A z i2r —ir+iZE —i3z
Remarque. On aurait pu écrire = € T =e 7 =e '7 et trouver pour argument —57/7.
Noter que la différence entre les deux réponses est 97“ — %5“ = 147” = 27, un multiple de 2.

2. Comme z n’est pas nul, il admet exactement trois racines cubiques distinctes. On remarque que
27 =33 et que &' 7 = (e1 7 ) donc, d’aprés le cours, les racines cubiques de z sont

3e'7, 373 =32 et 3e'7 s =3e'2. O



Exercice 3. Soit w = €'5 et soit ¢ = w + w?.

1. Déterminer le plus petit entier naturel n non nul tel que w est une racine de X™ — 1.
2. Calculer S =1+ w + w? +w? + wt.
3. En déduire que ¢? +¢—1=0.
4. Calculer c.
Solution. 1. On cherche le plus petit n > 1 tel que w™ = 1. Or W" = el *5" donc w” = 1 si et
seulement s’il existe k tel que % = 27 k, c’est-a-dire que 2w n = 27 x 5k, c’est-a-dire que n est

. 1
Remarque. Le nombre c est I'inverse du nombre d’or|: c = — = ¢ —1 ot ¢ =
2

un multiple non nul de 5. Le plus petit multiple non nul est n = 5.

On reconnait la somme des termes d’une série géométrique de premier terme 1 et de raison w :

5

1l—w

S=1l4w+w?+u?+uwt= =0.

1—w

5+3 5

8 — =w’ X w

On calcule, en utilisant le fait que w w 3=w3:

02+c—1:(w+w4)2+w+w4—1
—w 424 +wrwt—1
=+ttt +1=9=0.

On résout ¢? + ¢ —1 =0 : le discriminant vaut A = 1 —4 x (1) = 5 donc les valeurs possibles

—1++5 . —1-+/5
— ¢ -
2

Cy = 5

Par ailleurs, puisque |w| =1, on a ¢ = w+w = 2cos &*. Comme 27 /5 est compris entre 0 et 7/2,

de ¢ sont ¢ =

il vient cos 4¢ < 0. On en déduit que

5

5 47 —-1++5
CoS— =¢c= ———.
5 2
14
2

IS

Exercice 4. Soient «v et 5 deux réels et soit P le polynéme de R[X] défini par

P(X)=X"4+aX?-7X% - 13X + 3.

On suppose que —1 est une racine double de P.

1.
2.
3.

Calculer le polynome dérivé P'(X).
Calculer « et .

Déterminer le polynéme @ de degré 2 tel que
P(X) = (X + 1 Q(X).

On pourra soit poser une division euclidienne, soit chercher Q sous la forme Q(X) = aX?+bX +c

et remarquer que a et ¢ sont trés faciles a calculer.

Calculer enfin toutes les racines de P.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_d'or

Solution. 1. On sait que (X”)/ = nX""! pour tout n — avec (XO)/ = 0, c’est-a-dire que 'on convient
que 0X ! =0 — et que la dérivation est linéaire (i.e. (P| + P») = P| + P} et (AP1)' = \ P| pour

A réel et P, Py polynomes quelconques). D’ou
P/(X) =4X3 4 3aX? — 14X — 13.

2. On sait que —1 est une racine double de P si et seulement si P(—1) = P’/(—1) = 0. Cela donne

un systéme de deux équations & deux inconnues :

0=P(-1)=1-a—-T7T+13+p —a+p=-T a=1
— —
0=P(-1)=-4+3a+6+14—-13 3a=3 =

Autrement dit,
P(X)=X"4X3-7X? - 13X —6.

3. Premiere solution : avec une division euclidienne.
Xt + X3 —7X2 13X —-6| X?2+2X+1
o Xt4ox? X2 X2-X -6
— X3 —-8X?%2-13X
e —-X3-2x2 —-X

—6X2-12X —6
O —6X2-12X -6
0

Cela signifie que P(X) = (X +1)?(X? — X —6).
Deuziéme solution. On cherche a, b, ¢ tels que P(X) = (X? +2X +1)(aX? + bX + c). Nécessai-
rement,puisque a est le coefficient dominant du produit, on a a = 1; de méme, c¢ est le coefficient

constant de P donc —6 = P(0) = c. Reste a trouver une condition sur b :

(X2 +2X + D)(X2+0X —6) = X'+ (0 +2)X* + (-6 +2b+ 1)X*+ (b—12)X — 6
= X 4+ (b+2)X3+ (20— 5) X%+ (b—12)X — 6

donc, en identifiant coefficient par coefficient, il vient :

b+2=1
P(X)= (X2 42X+ 1)(X?4+bX —6) < {2—5=—-7 — b= 1.
b—12=—13

Cela démontre que P(X) = (X +1)?(X? — X —6).
4. On n’a plus qu’a résoudre 1'équation 2 + x — 6 = 0 d’inconnue z. Le discriminant de cette

équation du second degré est 1+ 4 -6 = 25 = 5% donc les racines de X? — X — 6 sont

1 1—
5 5 _
2 2

—2.
Ainsi, les racines de P sont —1 (avec multiplicité 2), 2 et —3. On peut aussi écrire que

P(X)= (X +13*X —2)(X +3). O
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Exercice 1. Questions rapides — justifier briévement les réponses.

a) Soient a et b deux nombres complezes. Calculer la partie réelle de a — bi.

b) Calculer le degré de A(X) =9X'" —3X2%2 —10X7 +2X%0 — 4X6,

¢) Vrai ou faux ? le nombre complexe i est une racine de B(X) = X3 +3iX? — (2+i)X — 1.

Solution. a) On écrit a = Re(a) 4+ iIm(a) et b = Re(b) + iIm(b). Alors
a—ib=Re(a)+ilm(a) — iRe(b) 4+ Im(b) = Re(a) + Im(b) + i(Im(a) — Re(b))

donc Re(a — ib) = Re(a) + Im(b).
b) Le monéme de plus haut degré qui apparait dans A est 2X2° donc le degré de A est 20.

¢) On calcule
Bi)=i4+3ix(-1)—(2+i)i-1=-1-3i-2i+1—-1=—-6i#0

donc i n’est pas une racine de B. O]

Exercice 2. Soit z = 16ie' s .
1. Déterminer le module et un argument de z.
2. Combien z admet-il de racines quatriémes ? Déterminer le module et un argument pour chacune

des racines quatriémes de z.

. 2w i
= 16 et é =ie'9 = ¢'z

jEus

Solution. 1. On a |z| = [16] - |i] - !Ci%ﬂ Sels = el'te donc 137/18 est un

argument de z.

2. Comme z n’est pas nul, il admet quatre racines quatriémes distinctes. On remarque que 16 = 24

{137 {137\ 4 X - )
et el'ls = (e1 72 ) donc, d’aprés le cours, les racines quatriémes de z sont

137w 2137 - ;497 : 137 s - 857 137 s ;121w
2¢' 2, 26172+12:el727 2el 72 621226172. 2¢el72 o3l — ol . O



. ) cAm . _
Exercice 3. Soit w = €'5 et soit ¢ = w + w L.

1. Déterminer le plus petit entier naturel n non nul tel que w est une racine de X™ — 1.
2. Calculer T =w 2+ w ' +1+w+w
3. En déduire que ¢? +¢—1=0.
4. Calculer c.
. dnm

Solution. 1. On cherche le plus petit n > 1 tel que w™ = 1. Or W™ = e' "5 donc W™ =1 si et

Anm

5
multiple non nul de 5. Comme 2 et 5 sont premiers entre eux, il est équivalent de dire que n est

seulement s’il existe k tel que = 2km, c’est-a-dire tel que 2n = bk, c’est-a-dire que 2n est un

un multiple de 5 (lemme de Gauss). Le plus petit multiple non nul est n = 5.

Pour simplifier 'argument arithmétique, on peut arguer que 5 x %’r est un multiple de 27 alors
que ni 4?”, ni %”, ni 127”, ni lg” n’en sont.

2. On reconnait la somme des termes d’une série géométrique de premier terme w™2 et de raison w :

5
9 5 l—-w

w —|—cu_1+1—|—w—|—w2:w_ X =0.

1—w

3. On calcule :

c2+071:(w+w_1)2+w+w_171
=W+ 24+wlrwtw -1
=T =0.

4. On résout ¢ +c¢—1=0: le discriminant vaut A =1 —4 x (—1) = 5 donc les valeurs possibles

—1+\/Eet _—1-5
— —

Cy = B

Par ailleurs, puisque |w| =1, on a ¢ = w+w = 2 cos %ﬁ. Comme 47 /5 est compris entre /2 et 7

de ¢ sont ¢; =

donc cos 4% < 0. On en déduit que

47 —-1-+5
2c08— =¢c= ———.
5 2

Exercice 4. Soient « et 5 deux réels et soit P le polynéme de R[X] défini par
P(X)=X"—4X3 +aX?+14X + 5.

On suppose que 1 est une racine double de P.
1. Calculer le polynome dérivé P'(X).
2. Calculer « et .

3. Déterminer le polynéme @) de degré 2 tel que
P(X) = (X — 1)2Q(X).

On pourra soit poser une division euclidienne, soit chercher Q sous la forme Q(X) = aX?+bX +c

et remarquer que a et ¢ sont trés faciles a calculer.

4. Calculer enfin toutes les racines de P.



Solution. 1. On sait que (X")/ = nX""! pour tout entier n (avec (XO)/ = 0, c’est-a-dire avec
en convenant que 0X ' = 0) et que la dérivation est linéaire (i.e. (P, + P) = P + Pj et

(AP1) = A P pour A réel et Py, P, polyndmes quelconques). D’ou
P/(X)=4X3 —12X? 4+ 20X + 14.

2. On sait que 1 est une racine double de P si et seulement si P(1) = P’(1) = 0. Cela donne un

systéme de deux équations & deux inconnues :

0=P(1l)=1—-44+a+14+p a+pf=-11 a=-3
= =
=P(l)=4-12+2a+ 14 200 = —6 =

Ainsi,

P(X)=X*—-4Xx3_3X%4+14X -8,
3. Premiére solution : avec une division euclidienne.

X4 —4X3 —3X?%2 414X -8 | X2 -2X +1
e X* —2x% 4+ Xx? X2 _-2X -8
—2X3 —4X? + 14X
o —2X% +4X?%2 —2X
—8X? +16X —8
o —8X?2 +16X —38
0

Cela signifie que P(X) = (X +1)?(X? —2X —8).
Deuzié¢me solution. On cherche a, b, ¢ tels que P(X) = (X? — 2X + 1)(aX? + bX + c). Néces-
sairement, a étant le coefficient dominant du produit, on a a = 1; de méme, ¢ est le coefficient

constant de P donc —8 = P(0) = c. Reste a trouver une condition sur b :

(X2 —2X +1)(X?+bX —8) =X+ (—2+D)X*+ (1 -20—8)X* + (b +16)X — 8
=X 4+ (b—2)X3+ (20— ) X%+ (b+16)X — 8

donc, en identifiant coefficient par coefficient, il vient :

b—2=—-4
P(X)=(X?-2X+1)(X?+bX +6) «— { —2—T7T=-3 <= b= -2
b+ 16 =14
Cela démontre que P(X) = (X —1)? (X2 —2X — 8).
4. On n’a plus qu’a résoudre I'équation 22 — 22 — 8 = 0 d’inconnue z. Le discriminant de cette
équation du second degré est (—2)? — 4 x (—8) = 36 = 62 donc les racines de X% —2X — 8 sont

246 2-6
SOy et 22— o
2 Ty

Ainsi, les racines de P sont 1 (avec multiplicité 2), —2 et 4. Autrement dit,

P(X)= (X — 13X +2)(X —4). O



