Université Claude Bernard Lyon 1 Semestre de printemps 2024—-2025
L1 mathématiques-informatique UE : Algebre 1B (MAT1070L)

Controle du 11 février 2025
Sujet A

Durée : 1 heure

Les documents et les téléphones/calculatrices/ordinateurs sont interdits.

Attention a rédiger correctement. Toute rédaction incompléte ou imprécise sera sanctionnée méme si

le raisonnement est correct.

Important : indiquer la lettre du sujet (A) de fagon trés visible sur la copie.

Exercice 1. Vrai ou faux ? On justifiera chaque réponse.

a) La partie imaginaire de 1 — 81 est —81.

b) La partie imaginaire de i(2 — 31) est 2.

c¢) Sia et b sont des nombres complexes quelconques, la partie imaginaire de a + bi est b.
)

d) Pour z nombre complexe donné, si |z| = 0 alors z = 0.

Solution. a) Faux : la partie imaginaire d’un nombre complexe est un réel, celle de 1 — 81 est —8.
b) Vrai:i(2 — 3i) = 3 + 21 donc sa partie imaginaire est 2.
¢) Faux, ce n’est en général vrai que si a et b sont tous deux réels. Par exemple,
— sia=1iet b=12, alors a + bi = 131 et sa partie imaginaire est 13 #£ b;
— sia=3et b=1i, alors a + bi = 2 et sa partie imaginaires est 0 # b.
d) Vrai. Voici deux lignes de justification possibles :
— si |z| = 0 alors a fortiori 2Z = |2|?> = 0; or un produit est nul SSI un des facteurs est nul, donc
z=0o0uz=0, auquel cas z = 0 = 0 aussi;
— en notant © = Re(2) et y = Im(2), si |z| = 0 alors a fortiori |2|? = 0 donc 22 +y% = 0; or 2% > 0
et 42> 0donc 0 < y? <224 y?> <0 doitt y?> =0 et enfin y = 0; en permutant = et y, on voit
que x = 0. O]

Exercice 2. Ecrire les nombres complexes suivants sous la forme a + bi, avec a et b réels.

1—2i

=—4—6i—(3—2i b =(2—-3i)(—3+5i = .

a) z1 i—( i), ) 22 =( i) (=34 51), c) 23 713

Solution. a) z; = —4 — 61— (3 —21) = -7 — 41,

b) 22 = (2 —3i)(=3+5i) = —6+10i +9i — 15i> = 9 + 19i;
1-2i (1-2i)(2-3i) 2-3i—4i+6i2 —-4-7i 4 T

c) zg = - = - < = = =—— — —1 O
2+31  (2+31)(2—31) 92 1 32 13 13 13

Exercice 3. Calculer le conjugué des nombres complexes suivants.
a) z4 = —6 + 21;
b) 5 = 31;

C) Z6 — —5.



Solution.

a) 71 = —642i=—6—2i; b) 75 = 31 = —3i; c)
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Exercice 4. On souhaite calculer les racines carrées de A = —35 + 121.

On fixe z dans C, on note x sa partie réelle et y sa partie imaginaire.
a) Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de 2% en fonction de x et .

b) Montrer que I'égalité 22 = A est équivalente au systéme

22 —y2 =-35
zy = 6.

c¢) Montrer que si 22 = A, alors 22 + y? = 37.

2 —y?=-35
x? +y? =37

d) Résoudre le systéme

e) Ecrire enfin les racines carrées de A.

Solution. a) On a :

22 = (z+yi)? =22 —y* 4 2zyi

donc Re(2?) = 22 — y? et Im(2?) = 2zy.
b) On a, puisque deux complexes sont égaux SSI leurs parties réelles et leurs parties imaginaires sont

égales :
2 2 2 2
—y2=-35 —y?=-35
2= A = a? Pt 2ryi= 35+ 12i {x Y — {x 4

2wy = 12 Ty =

c) Siz? = A, alors |22| = |A|. Or [2?| = |2]? = 22 + ¢? et

|A| = \/(—35)2 + 122 = /1225 + 144 = /1369 = 37.
Dot 22 + y? = 37,
d) Si (x,y) est solution, alors la somme des deux équations donne
202 =-354+37=2 douz?=1, Ccest-a-direz==+1.
La différence des deux équations donne
22 =35+37="72 douy® =36, clest-a-direy= =+6.
On a quatre solutions potentielles : (1,6), (1, —6), (—1,6), (—1, —6). On vérifie qu’elles conviennent.

e) Parmi les quatre solutions trouvées ci-dessus, seules la premiére et la quatriéme satisfont a I’équation
supplémentaire zy = 6.

Ainsi, les racines carrées de A sont 1 +6iet —1 —61. O

Table des carrés des entiers de 11 & 25
11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
121 | 144 | 169 | 196 | 225 | 256 | 289 | 324 | 361 | 400 | 441 | 484 | 529 | 576 | 625
Table des carrés des entiers de 26 a 40
26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
676 | 729 | 784 | 841 | 900 | 961 | 1024 | 1089 | 1156 | 1225 | 1296 | 1369 | 1444 | 1521 | 1600




Université Claude Bernard Lyon 1 Semestre de printemps 2024—-2025
L1 mathématiques-informatique UE : Algebre 1B (MAT1070L)

Controéle du 11 février 2025
Sujet B

Durée : 1 heure

Les documents et les téléphones/calculatrices/ordinateurs sont interdits.

Attention & rédiger correctement. Toute rédaction incompléte ou imprécise sera sanctionnée méme si

le raisonnement est correct.

Important : indiquer la lettre du sujet (B) de facon trés visible sur la copie.

Exercice 1. Vrai ou faux? On justifiera chaque réponse.

a) Pour z nombre complexe donné, si |z| = 0 alors z = 0.

b) La partie imaginaire de 3 + 5i est 51i.

)
c) La partie réelle de i(3 + 21) est —2.
)

d) Si a et b sont des nombres complexes quelconques, la partie réélle de a + bi est a.

Solution. a) Vrai. Deux lignes de justification possibles :
— si |z| = 0 alors a fortiori 2z = |2|? = 0; or un produit est nul SSI un des facteurs est nul, donc
z=00uz=0, auquel cas z = 0 = 0 aussi;
— en notant x = Re(2) et y = Im(2), si |z| = 0 alors a fortiori |z|2 = 0 donc 22 +y?> = 0; or 22 > 0
et y> > 0donc 0 <y? <ax?+y?><0doity? =0 et enfin y = 0; de méme en permutant = et 7.

b) Faux : la partie imaginaire d’'un nombre complexe est un réel, celle de 3 + 51 est 5.

¢) Faux, ce n’est en général vrai que si a et b sont tous deux réels. Par exemple,
— sia=1iet b=12, alors a + bi = 131 et sa partie réelle est 0 # a;

— sia=3et b=1i, alors a + bi = 2 et sa partie réelle est 2 # a. O

Exercice 2. Ecrire les nombres complexes suivants sous la forme a + bi, avec a et b réels.

241

=8+21—(6—3i b =(—34+7i)(—1+ 2i = —.

a) 21 + 21— ( i), ) 22 = (=3+T7i)(—1+2i), c) 23 3491

Solution. a) 21 =8+2i—(6—-3i)=8+42i—6+3i=2+51;

b) 29 = (=3+7i)(—=1+2i) =3 —6i—7i+ 14i2 = —11 — 131i;
241 (2+1)(—3—2i) —-6—-4i—-3i+2 —-4-71 -4 T,

C) 2;3: - = - - = = = — — — 1. D
—3+2i  (=3+2i)(—3-21) (—3)2 + 22 13 13 13

Exercice 3. Calculer le conjugué des nombres complexes suivants.
a) z4 = —6 +41;
b) z5 =9;
c) 26 =—T1i.

Solution.



a) za = —6 —41; b) z5 =9; c) zg = Ti. O

Exercice 4. On souhaite calculer les racines carrées de A = 35 — 121.

On fixe z dans C, on note x sa partie réelle et y sa partie imaginaire.
a) Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de 22 en fonction de x et .

b) Montrer que I'égalité 22 = A est équivalente au systéme
2?2 —y? =35
zy = —12.

c) Montrer que si 22 = A, alors 22 + y? = 37.

22 —y?> =35
r? +y? =37

d) Résoudre le systéme

e) Ecrire enfin les racines carrées de A.

Solution. a) On a :
22 = (z+yi)? =2% —y* 4 22yi
donc Re(2?) = 22 — y? et Im(2?) = 2zy.
b) On a, puisque deux complexes sont égaux SSI leurs parties réelles et leurs parties imaginaires sont

égales :
2 _ 2 2 _ 2
— 2 =35 —y2 =35
22:A<:>m2—y2+2xyi:35—12i<:>{x 4 :){x Y

20y = —12 zy = —0.

c) Siz? = A, alors |22| = |A|. Or [2?| = |2]? = 22 + ¢? et

|A| = /352 4 (—12)2 = /1225 + 144 = V1369 = 37.
Do 22 + 32 = 37.
d) Si (x,y) est solution, alors la somme des deux équations donne
202 =35+4+37=72 donz®=36, Ccest-a-dire z = =+6.
La différence des deux équations donne
29> = —35+37=2 douy’=1, Ccest-a-direy==+1.

On a quatre solutions potentielles : (6,1), (6, —1), (=6, 1), (—6, —1). On vérifie qu’elles conviennent.

e) Parmi les quatre solutions trouvées ci-dessus, seules la deuxiéme et la troisiéme satisfont a I’équation
supplémentaire ry = —12.

Ainsi, les racines carrées de A sont donc 6 —i et —6 + 1. O]

Table des carrés des entiers de 11 & 25
11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
121 | 144 | 169 | 196 | 225 | 256 | 289 | 324 | 361 | 400 | 441 | 484 | 529 | 576 | 625
Table des carrés des entiers de 26 a 40
26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
676 | 729 | 784 | 841 | 900 | 961 | 1024 | 1089 | 1156 | 1225 | 1296 | 1369 | 1444 | 1521 | 1600




