(b) Loi exponentielle de paramétre \ > 0.
p(x) =Xe M 1g, (2).
Les lois exponentielles possedent la propriété caractéristique suivante : si a,b > 0,
P(X>a+b)=P(X >a)P(X >b),

ce qu’on interprete en disant que la probabilité que X — a > b sachant que X > a
coincide avec la probabilité que X > b. C’est la propriété d’absence de mémoire de
la loi exponentielle, qui explique qu’elle soit utilisée par exemple pour modéliser les
temps de vie de machine sans usure.

(¢) Loi gaussienne, ou normale, N'(m,c?) (m € R, o > 0).

2
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Avec la loi de Poisson, c’est la loi la plus importante en théorie des probabilités. Sa
densité est la fameuse courbe en cloche. Les parametres m et o s’interpretent comme

m=FE[X], o*=FE[(X—-m)?.

On remarque aussi que X — m suit la loi A(0,0%). La loi gaussienne jouera un role
important dans le Chapitre 10.

Par convention on dira qu’'une v.a. constante égale a m suit la loi gaussienne N (m,0).
Si X suit la loi N'(m, 0?), pour tous A\, u € R, AX + p suit la loi N'(Am + p, \20?).

8.1.6 Fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle

Si X est une v.a. réelle, la fonction de répartition de X est la fonction Fx : R — [0, 1]
définie par
Fe(t) = P(X <) = Py(|—o0,f)), WER.

La fonction Fx est croissante, continue a droite et a pour limite 0 en —oo et 1 en +o0.
Inversement, si on se donne une fonction F' ayant ces propriétés, on a vu dans le cours
d’intégration qu’il existe une (unique) mesure de probabilité u telle que u(] — oo, t]) = F(t)
pour tout t € R. Cela montre qu’on peut interpréter F' comme la fonction de répartition
d’une v.a. réelle.
Il découle des résultats du cours d’intégration que F'x caractérise la loi Px de X. On a
en particulier

Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a—) sia<b,
Pla < X <b) = Fx(b—) — Fx(a) sia <b,

et les sauts de F'x correspondent aux atomes de Py.

el ) = FL(E),
£ £,

E>ts
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Chapitre 10

Convergence de variables aléatoires

La premiere partie de ce chapitre présente les différentes notions de convergence de variables
aléatoires, et les liens existant entre ces notions. On établit ensuite la loi forte des grands
nombres, qui est I'un des deux théoremes limites fondamentaux de la théorie des probabilités.
Le troisieme paragraphe présente la convergence en loi des variables aléatoires : ce type de
convergence est sans doute le plus délicat a comprendre, en partie parce qu’il s’agit d’une
convergence de mesures (ce sont les lois des variables aléatoires qui convergent et non les
variables elle-mémes). La notion de convergence en loi, et le théoréme important reliant
cette convergence a celle des fonctions caractéristiques, permettent d’arriver au deuxieme
théoreme limite fondamental qui est le théoreme central limite.

10.1 Les différentes notions de convergence

Soient (X, )n>1, X des variables aléatoires & valeurs dans R, définies sur un espace de
probabilité (€2, A4, P). On a déja rencontré plusieurs notions de convergence de la suite (X,)
vers X. En particulier
X, 2 X si PHweQ: X(w) = lim X,(w)}) =1,
et, pour p € [1, 0],
X, 25 X s lim E[X, — X[ =0.

Définition 10.1.1 On dit que la suite (X,,) converge en probabilité vers X, et on note

@, x

n—oo

Xy,

st pour tout € > 0,

nhjgoPﬂX” —X|>¢)=0.
Proposition 10.1.1 Soit E%d(Q,A, P) l’espace de toutes les variables aléatoires a valeurs
dans R?, et soit L]%d(Q,A, P) son quotient par la relation d’équivalence X ~Y ssi X =Y
p.s. Alors, la formule

d(X,Y)=FE[|X -Y|A1]
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définit une distance sur L?Rd (Q, A, P) qui est compatible avec la convergence en probabilité,
au sens ou une suite (X,,) converge en probabilité vers X ssi d(X,, X) tend vers 0. De plus,
Vespace L3,(Q, A, P) est complet pour la distance d.

Preuve. 1l est facile de vérifier que d est une distance. De plus, si la suite (X,,) converge
en probabilité vers X, on a pour tout € > 0,

E[| X~ XIA1] < Bl XX Lyx, —xjea+ B X0~ XIAD L, _xpse)] < e+ P(I X\~ X] > €).

D’apres la définition de la convergence en probabilité, cela entraine lim sup d(X,,, X) < ¢, et
puisque ¢ était arbitraire on a d(X,,, X) — 0. Inversement, si d(X,, X) — 0, alors, pour
tout ¢ €0, 1],

P(| X, — X| > ) <e 'E[X, — X| A1l = 'd(X,, X) — 0.

n—oo

Il reste & voir que L° est complet pour la distance d. Soit donc (X,,) une suite de Cauchy
pour la distance d. On peut trouver une sous-suite Y; = X,,, telle que, pour tout k£ > 1,

d(Yy, Yie) < 27F

Alors
ED (Ve =Y AD] =) d(Yy, Vi) < oo,
k=1 h=1

ce qui entraine > ;- (|Yiy1 — Yi| A1) < 0o p.s., et donc aussi Y oo |Viy1 — Y| < 00 ps.
(p.s. il ne peut y avoir qu'un nombre fini de valeurs de k pour lesquelles |Yj 1 — Yi| > 1).
On définit ensuite une v.a. X dans L° en posant

X=Yi+) (Ve —Ya).
k=1

Par construction, la suite (Y) converge p.s. vers X, et cela entraine

d(Yi, X) = E[[Y;, = X| A 1] — 0,

par convergence dominée. Donc la suite (V) converge en probabilité vers X, et cela est aussi
vrai pour la suite de départ (X,,). O

La preuve précédente montre en particulier que de toute suite qui converge en probabilité
on peut extraire une sous-suite qui converge p.s. (vers la méme limite). Nous reprenons cette
propriété dans 1’énoncé suivant.

Proposition 10.1.2 Si la suite (X,,) converge p.s., ou dans LP, vers X, elle converge aussi
en probabilité vers X . Inversement, si la suite (X,,) converge en probabilité vers X, il existe
une sous-suite (X,,) qui converge p.s. vers X.
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Preuve. La deuxieme assertion a déja été vue. Pour la premiere, si X,, converge p.s. vers
X,
d(Xn, X) =FE[| X, — X|N1] — 0,
n—oo

par convergence dominée. Si X,, converge dans LP vers X,

d(Xn, X) < [|Xn = X1 < [ X0 = Xlp — 0.

— 00

O

En résumé la convergence en probabilité est plus faible a la fois que la convergence p.s. et
que la convergence dans LP pour n'importe quel p € [1,00[ (et a fortiori pour p = 0o0). Dans
I’autre sens, la convergence en probabilité entraine la convergence p.s. pour une sous-suite,
et la proposition ci-dessous donne des conditions qui permettent de déduire la convergence
LP de la convergence en probabilité.

Proposition 10.1.3 Soit (X,,) une suite de v.a. convergeant en probabilité vers X. Sup-
posons qu’il existe v €]1,00| tel que la suite (X,) soit bornée dans L". Alors, pour tout
p € [1,7], la suite (X,,) converge vers X dans LP.

Preuve. Par hypothese, il existe une constante C' telle que F[|X,,|"] < C pour tout n. Le
lemme de Fatou entraine alors F[|X|"] < C et donc X € L". Ensuite, en utilisant I'inégalité
de Hélder, on a pour tout p € [1,7] et tout € > 0,

El|X, - XP] = E[X, - X[P1x,—x<e}) + E[| X0 — X[P1gx,—x|>2}]
< P4 B[ X, — X[ P(|X, — X| > )P/
< P4+ 2°CP" P(|X, — X| > )t

En utilisant ’hypothese de convergence en probabilité, il vient

limsup E[|X,, — X|P] < &P

n—~o0

d’ou le résultat annoncé puisque € est arbitraire. 0

10.2 La loi forte des grands nombres

Notre objectif est de montrer que si (X,,) est une suite de v.a. indépendantes et de méme loi,
dans L', alors les moyennes +(X; + -+ + X,,) convergent p.s. vers E[X;]. Nous avons déja
obtenu ce résultat sous ’hypotheése supplémentaire que E[|X;|!] < oo, mais nous cherchons
maintenant a 1’établir sous des hypotheses optimales. Nous commencons par un résultat
préliminaire important.

Théoréme 10.2.1 (Loi du tout ou rien) Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes, a valeurs dans des espaces mesurables quelconques. Pour tout n > 1 soit B,
la tribu

B, =0(Xg; k>n).
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Commencons par quelques notations. Pour tout entier k& € N, posons
My, = sup (S, — na),
0<n<k
M, = sup (Sp41 —S1 — na).

0<n<k

Alors Mj, et M}, ont méme loi : en effet d’une part les vecteurs (X, ..., Xy) et (Xo, ..., Xpi1)
ont méme loi et d’autre part on peut écrire My, = Fi(Xy, ..., Xy) et M = Fi(Xo, ..., Xpi1)
avec la méme fonction (déterministe) Fj : R¥ — R. Il en découle que

M= lim T M,

k—o0

et
M’ = lim 1 M
ont aussi méme loi (écrire P(M’ < z) =lim | P(M; < z)=1im | P(M; <z) = P(M < x)).

Par ailleurs, il découle des définitions que pour tout k > 1,

M1 = sup (0, sup (S, — na)) = sup(0, M}, + X; — a),

1<n<k+1

ce qu’on peut encore réécrire sous la forme
M1 = M, —inf(a — X1, M}).
Puisque M, a méme loi que M, (et que ces deux v.a. sont clairement dans L'), on trouve
Bfinf(a — Xy, M})] = BM{] — E[Mys] = BIM] — E[Mysa] <0

grace a l'inégalité triviale My < M;.;. On peut maintenant appliquer le théoreme de
convergence dominée a la suite des v.a. inf(a — Xj, M]), qui sont dominées en valeur absolue
par |a — Xi| (rappelons que M} > 0). Il vient alors
Elinf(a — X1, M")] = klim Elinf(a — X1, M})] <0.
—00

Sion avait P(M = co) = 1, on aurait aussi P(M' = oco) = 1, puisque les v.a. M et M’ ont
méme loi, et donc inf(a — X7, M) = a — X; p.s. Mais alors 'inégalité précédente donnerait
Ela— X;] <0, ce qui est absurde puisqu’on a choisi a > E[X]. Cette contradiction termine
la preuve. O

10.3 La convergence en loi

Rappelons que Cy(R?) désigne I'espace des fonctions continues bornées de R? dans R, qu’on
munit de la norme sup

|l = sup [p(x)].
zERd
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Définition 10.3.1 Une suite (u,) de mesures de probabilité sur R? converge étroitement

vers une mesure de probabilité u sur RY (on note pu, HCN w) si

Vi € Cy(RY) /wdun — /s@du-

Une suite (X,,) de v.a. @ valeurs dans R? converge en loi vers une v.a. X d valeurs dans R?

loi
(on note X, (o) X ) si la suite (Px,) converge étroitement vers Px. Cela équivaut encore a

Vo e GRY) ., Elp(Xn)] — Elp(X)).

Remarques. (i) Il y a un abus de langage a dire que la suite de v.a. (X,,) converge en loi vers
X, car la v.a. limite X n’est pas définie de maniére unique : seule sa loi Py ’est (pour cette
raison on écrira parfois qu'une suite de v.a. (X,,) converge en loi vers u mesure de probabilité
sur RY, et il faudra évidemment comprendre que la suite (Py,) converge étroitement vers ).
Notons aussi qu’on peut considérer la convergence en loi de v.a. définies sur des espaces de
probabilité différents (ici nous supposerons toujours implicitement qu’elles sont définies sur
le méme espace de probabilité), ce qui rend la convergence en loi tres différente des autres
convergences discutées ci-dessus.

(ii) L’espace des mesures de probabilité sur R? peut étre vu comme un sous-ensemble du
dual Cy(R%)*. La convergence étroite correspond alors a la topologie faible * sur le dual
(topologie de la convergence simple, les éléments du dual étant vus comme des fonctions sur

Cyp(RY)).
Exemples. (a) Siles v.a. X, et X sont & valeurs dans Z%, alors X,, converge en loi vers X

si et seulement si
vreZ', P(X,=1z) — P(X =1)

n—oo
('implication < demande un petit raisonnement : 'argument est facile si on sait, ce qui sera
établi plus tard, qu'on peut remplacer Cy(R?) par C,(R?) dans la définition de la convergence
étroite).
(b) Siles X,, sont des v.a. a densité, Py, (dx) = p,(z)dz, si on suppose

pn(r) — p(x) , dx p.p.

et s’il existe une fonction g > 0 telle que fRd q(z)dr < oo et

vn ., pa(z) <q(x), drpp.
alors p est une densité de probabilité sur R?, et X,, converge en loi vers la loi p(z)dz. Cela

découle du théoreme de convergence dominée.

(c) Si X,, est de loi uniforme sur {5, =, ..., 3 }, alors X,, converge en loi vers la loi uniforme
sur [0,1]. Ce résultat découle de I'approximation de l'intégrale d’une fonction continue par
ses sommes de Riemann.

(d) Si X, est de loi gaussienne N(0,02) et si 0, — 0, alors X,, converge en loi vers la v.a.
constante égale a 0.
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Proposition 10.3.1 Si la suite (X,,) converge en probabilité vers X alors la suite (X,,)
converge en loi vers X.

Preuve. Supposons d’abord que X, converge p.s. vers X. Alors, pour toute fonction
o € Cp(RY), o(X,) converge p.s. vers ¢(X) et donc le théoreme de convergence dominée
entraine E[p(X,,)] — FE[p(X)], d’ou la convergence en loi recherchée.

Dans le cas général, raisonnons par 1’absurde en supposant que X,, ne converge pas en loi
vers X, donc qu'il existe une fonction ¢ € Cy(R?) telle que E[p(X,)] ne converge pas vers
E[p(X)]. On peut trouver une sous-suite (ny) et € > 0 tels que |E[p(X,,, )] — E[p(X)]| > €
pour tout k. Mais, d’apres un résultat de la partie 1, il existe une sous-sous-suite (ny,)
telle que (Xnkz) converge p.s. vers X. La premiere partie de la preuve donne alors une
contradiction. 0

Remarque. Il existe un cas ou la réciproque de la proposition est vraie. C’est le cas ou la
v.a. limite X est constante (p.s.). En effet, si X,, converge en loi vers a € R, il découle de
la propriété (ii) de la proposition qui suit que pour tout € > 0,

liminf Px, (B(a,e)) > 1

n—oo

ou B(a,e) est la boule ouverte de centre a et de rayon . C’est exactement dire que X,
converge en probabilité vers a.

Si (X,,) est une suite de v.a. convergeant en loi vers X, il n’est pas toujours vrai qu’on
ait
P(X, € B)— P(X € B)

pour tout borélien B de R? (prendre B = {0} dans I'exemple (d) ci-dessus). On a cependant
le résultat suivant.

Proposition 10.3.2 Soient (u,), i des mesures de probabilité sur R%. Les quatre assertions
suivantes sont équivalentes.

(1) La suite (u,) converge étroitement vers .

(ii) Pour tout ouvert G de RY,
lim inf 0, (G) > p(G).

(iii) Pour tout fermé F de R,
lim sup pin (F) < p(F).

(iv) Pour tout borélien B de R tel que u(0B) =0,

lim 1, (B) = p(B).

Preuve. Commencons par montrer (i)=-(ii). Si G est un ouvert de R¢, on peut trouver une
suite (y,) de fonctions continues bornées telles que 0 < ¢, < 1g et ¢, T 1¢ (par exemple
p(x) = pdist(z,G°) A1). Alors,

liminf 4, (G) > sup (hm inf/cppdun) = sup </g0pdu) = u(G).

133



L’équivalence (ii)<>(iii) est immédiate par passage au complémentaire.
Montrons que (ii) et (iii) entrainent (iv). Si B € B(RY),

o

lim sup p1, (B) < limsup p1,(B) < pu(B)
) (e}

liminf p,,(B) > liminf u, (B) > pu(B).

Si u(0B) =0 on a u(B) = u(B) = p(B) et on obtient (iv).

Il reste & montrer I'implication (iv)=-(i). Soit ¢ € Cy(R%). Quitte & décomposer ¢ =
ot — = on peut supposer ¢ > 0. Soit K > 0 tel que 0 < ¢ < K. Alors le théoréme de
Fubini montre que

/@(I)M(dx) =/</0K1{t<so(x)}dt)u(dx) Z/OKM(Ef)dt,

ot Ef = {x € R?: o(x) > t}. De méme, pour tout n,

[ et = [ ey

Remarquons que OFf C {x € R?: p(z) = t}, et qu'il existe au plus une infinité dénombrable
de valeurs de t telles que

p{z e R p(z) =1}) > 0
(en effet il y a au plus & valeurs distinctes de t telles que u({z € R? : p(z) = t}) > ). Donc
(iv) entraine
pn(EY) — w(EY) . dtpp.
et par convergence dominée on obtient

K

[ewimn = [ mE — [ = [ o

n—~o0 0

O
Conséquence. Une suite (X,,) de v.a. réelles converge en loi vers une v.a. X si et seulement
si les fonctions de répartition Fl, (z) convergent vers Fx(z) en tout point x ou Fx est
continue. L’implication = découle immédiatement de la propriété (iv) ci-dessus. Dans
'autre sens, on observe que sous la condition de convergence des fonctions de répartition (en
tout point ou F'x est continue), on a pour tout =z € R,

liminf Fx (z—) > Fx(z—),

limsup Fy, (z) < Fx(z).
I1 découle de cette observation que la condition (ii) de la proposition est satisfaite pour
in = Px, et p = Px lorsque G est un intervalle ouvert. Il suffit ensuite d’écrire un ou-

vert quelconque comme réunion dénombrable disjointe d’intervalles ouverts pour aboutir au
résultat désiré.

Rappelons la notation C.(R?) pour I'espace des fonctions continues & support compact
sur RY.
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Proposition 10.3.3 Soient (u,) et p des mesures de probabilité sur R%. Soit H un sous-
ensemble de Cy(R?) dont ’adhérence (pour la norme sup) contient C.(R%). Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(1) La suite (u,) converge étroitement vers fu.
(ii) On a
Vo € C.(RY) /s@dun — /s@du-
(ili) On a
Yo € H | /god,un—>/god,u.
Preuve. Il est évident que (i)=-(ii) et (i)=-(iii). Supposons ensuite que (ii) est satisfaite.

Soit ¢ € Cy(RY) et soit (fy) une suite de fonctions dans C.(R?) telles que 0 < f, < 1 et
fe T1 quand k — oo. Alors pour tout k, ofp € C.(R?) et donc

Par ailleurs,

/ o fr dpty, f— / ©frdp.
< (suplso 1 —/fkdun

‘ / edpiy, — / o fr din
z€R
‘/wdu—/wfkdu‘ < sug\s@ 1_/fkd,U
S

Donc, pour tout k,

limsup‘/sodun—/wdu‘ < (sup\w(x)l) lim sup 1—/fkdun 1—/fkdu

n—00 z€R n—o00

= 2(swp o)) (1= [ fidw).
z€R

Il suffit maintenant de faire tendre k vers oo pour trouver que [ ¢dpu, converge vers [ @dpu,
et on a établi (i).

Il reste & montrer (iii)=-(ii). On suppose donc que la propriété (iii) est satisfaite. Ensuite,
si o € C.(RY), on peut pour chaque entier k¥ > 1 trouver une fonction ¢, € H telle que
|l — k|l < 1/k. Mais alors, pour tout k£ > 1,

limsup | [ dp, — / edp)

i 2
< lim sup (I/wdun—/wkdun\ +\/¢kdun—/s@kdu\ +|/¢kdu—/s&du\> T
Comme k est arbitraire cela donne [ @du, — [ @dp, d’ott la propriété (ii). 0
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