deux & deux distinctes. On note A;; = d; N d;. Alors les droites (A12421), (A13A31) et
(Ag3A32) sont concourantes.

Fin cours # 6 du 27 mars

Rappelons également le théoréme de Desargues affine

Théoréme (Théoréme de Desargues affine). Soient A, B,C, A', B',C" six points distincts
d’un espace affine tels que A, B,C et A’, B',C’ soient affinement indépendants. Alors
(i) (AB) J/ (A'B’), (BC) [ (B'C") et (AC) JJ (A'C")
implique

(ii) les trois droites (AA’), (BB') et (CC") sont soit concourantes, soit paralléles.
et déduisons-en sa version projective

Théoréme (Théoréme de Desargues projectif). Soient A, B,C, A', B',C" siz points dis-
tincts d’un plan projectif tels que les droites a = (BC), b = (AC), ¢ = (AB) etd’ = (B'C"),
b = (A'C"), ¢ = (A'B’) soient distinctes. On considére les points P =anNad, @ =bNY
et R=cNd et les droites p=(AA"), g = (BB’) et r = (RR'). Il y équivalence entre

1. les droites p,q et r sont concourantes,

2. les points P, @ et R sont alignés.

Démonstration. Montrons que (2) implique (1) en envoyant la droite (PQ) = (PR) a l'in-
fini. Les six points sont dans le plan affine & = P(E)\ (PQ), et on a (AB) ) (A'B’),(BC) /
(B'C"), (AC) JJ (A’C"). Le théoréme de Desargues affine implique que les droites p, g et r
sont concourantes ou paralléles dans £, donc concourantes dans P2(R).

Enfin, il suffit de remarquer que I’énoncé dual de I'implication (2) = (1) est exacte-
ment 'implication (1) = (2)! La dualité échange A et a, B et b, etc.. , «points alignés»
et «droites concourantesy, «a = (BC)» et «A =bNc». O

On obtient alors un renforcement de 1’énoncé affine : on a I’équivalence (i) <= (ii)

dans 1’énoncé affine ! | % /”j; AZW alro &ﬁ/\
. 14 5 PR AT
2.7 Birapport g C=har

On a vu que les transformations affines préservent les rapports : si A, B, C sont trois
points alignés d’images A’, B’,C’ par une transformation affine, alors ... De la méme ma-
niére, nous allons voir que les transformations projectives préservent les birapports de 4
points.

On identifie P'(K) & K U {oc} via I’abscisse projective.

Soit D une droite projective et x,y, z, w quatre points distincts de D. Il existe une
unique homographie ¢ : D — P(K) telle que ¢(z) = oo, ¢(y) = 0 et ¢(z) = 1. On appelle
birapport du quadruplet (z,y, z,w) et on note [x,y, z,w] 'élément ¢(w) de KU {cc}. En
réalité, le birapport n’est jamais égal a 0, 1 ou oo.

Proposition. Si z,y, z,w sont quatre points distincts de la droite projective P1(K), leur

birapport est donné par

w—y ] ] 6
B = [0

L&

"est ilé tde K 1}.
C’est un élément de K\ {0,1} PR [oto'.ﬁ(()
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Démonstration. 11 suffit de remarquer que ’homographie

a—y
o 2L
=Y
z—
est I'unique ¢ de la définition précédente. O

Les birapports sont conservés par les homographies. //D(IZ)—) ZP?/K)
Proposition. Soient D et D’ des droites projectives et f : D — D’ une bijection. Alors il
y a équivalence entre

1. f est une homographie,

2. f préserve le birapport, c’est-a-dire que si x,y,z,w sont des points distincts de D,
alors

[f(x)7f(y)v f(z),f(w)] = [xayw?::w]'

Démonstration. Supposons que f est une homographie. Il suffit de remarquer que si ¢ :
D' — PY(K) est ’homographie qui envoie (f(z), f(y), f(2)) sur (00,0, 1), alors o f : D —
P!(K) est 'homographie que envoie (z,, z) sur (00,0, 1).

Réciproquement, supposons que f préserve le birapport. Il existe une homographie
g : D — D' qui envoie (z,y,2) sur (f(z), f(y), f(2)). Montrons que f = g : pour tout w
dans D, on a

[f (@), f(y), f(2), f(w)] = [, 9, 2,w] = [9(2), 9(y), 9(2), g(w)]

et l'égalité f(w) = g(w) découle du fait que la fonction « — [z,y, 2z, @] est une bijection
de D\ {z,y, 2z} dans K\ {0, 1}. O
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Chapitre 3

Géomeétrie affine euclidienne

3.1 Espaces affines euclidiens

Dans ce chapitre, on suppose K = R.. On rappelle qu'un espace euclidien est un espace
vectoriel muni d’un produit scalaire (z,y) — (z,y). On pose alors ||z| = /(z,z). On
appelle espace affine euclidien un espace affine £ dont la direction E est un espace euclidien.

On peut alors munir £ d’une distance en posant pour A, B dans £

d(A,B) = AB = ||AB|
Dans tout ce chapitre, on fixe un espace affine euclidien £ de direction E. On peut alors
donner une caractérisation métrique de certains concepts de géométrie affine.

Proposition. Soient A et B deux points de £. Alors

1. le segment [AB] est l’ensemble des points M € E tels que AB = AM + BM.

2. un point I € € est le milieu de [AB)] si et seulement si AI = BI = $AB.
Démonstration. C’est le cas d’égalité dans l'inégalité triangulaire pour la norme eucli-

=
c@)ne.&}t ]\LE E. On écrit AM = )\E + W pour N € Eet W L zﬁ On a alors
BM = BA + AM = (A — 1)AB + 1. Par le théoréme de PYTHAGORE, il vient

AM? = N AB* + || ||?
BM? = (1 —\)2AB? + |« |?

On a donc AM > |\ AB et BM > |1 — A\|AB (avec a chaque fois égalité si et seulement si
W =0) et donc AM + BM > (|A| + |1 — A|)AB. Il y a égalité si et seulement si @ = 0 et
A € [0,1], donc si et seulement si M € [AB]. O

On appelle sphére de centre A € € et de rayon r > 0 'ensemble des points M € &£ tels
que AM = r. Dans un plan affine euclidien, on parlera plutot de cercle.

Théoréme (Théoréme de 'angle droit). Soient A, B deux points de €. L’ensemble
(Me& : MALMB

est la sphere de centre I milieu de [AB] et de rayon IA = 1B = L.

Démonstration. Pour tout M dans £, on a
MA L MB « (MI+IA MI+1B)=0

_>
Comme [A = —ﬁ, cette condition devient MI? = I A2, d’ou le résultat. O
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Soient F et G deux sous-espace affines de &£, de directions respectives F' et G. On dit
que F et G sont orthogonaux si on a u L v pour tout u € F et v € G.

Vérifiez que vous savez définir le vocabulaire de géométrie élémentaire : triangle rec-
tangle, isocéle, équilatéral, rectangle, losange, carré.

Proposition. Soient F et G deux sous-espaces affines orthogonaux. Alors F NG est soit
vide, soit un singleton.

Démonstration. Soient A et B dans F N G. Alors /ﬁ € FNG, done zﬁ = ﬁ, d’ou le
résultat. O

Proposition. Soient A # B deuz points de £. L’ensemble des M € £ tels que AM = BM
est un hyperplan affine appelé hyperplan médiateur de [AB]. C’est ’hyperplan de direction
AB* passant par le milieu de [AB]

Démonstration. Soit I le milieu de [AB]; on a I ;é A. Soit M € 5 Ecrlvons M =
)\jﬁ—i—ﬁpour)\ERet?Lﬁ OnaalorsAM ﬂ—l—IM ﬁ—f—ﬁet
BM—E—[}—i—IM— —51@+7,etonaAM—BM851)\:O. O

Fin cours # 7 du 3 avril
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