
Soit C une chaîne non-vide dans X . Alors
⋃

C est un idéal dans A contenant I majorant
C ; puisque 1 /∈ J pour tout J ∈ C on a 1 /∈

⋃

C et
⋃

C ∈ X . Ainsi X est inductif
et possède un élément maximal d’après le lemme de Zorn, c’est-à-dire un idéal propre
maximal.

Exemple 3.9. Soit A l’anneau des polynômes sur Z sans terme constant en variables

X,X1/2, X1/4 . . . , X1/2n , . . ., avec bien sur


X1/2n+1
2

= X1/2n pour tout n ∈ N. Soit

In = (X1/2n). Puisque X1/2k divise X1/2n pour k > n, on a (X1/2n) ≤ (X1/2k) et les
(In : n ∈ N) forment une chaîne croissante. Or, A =

⋃

n∈N In. Si I0 ≤ I  A avec I
maximal, alors A/I est un corps. Puisque I < A et

⋃

n∈N In = A il y a n ∈ N minimal
tel que In 6≤ I ; on note que n > 0. Soit a ∈ In \ I. Alors a

2 ∈ In−1 ≤ I. Comme I est
maximal, il est premier, et a ∈ I, une contradiction. Donc I0 n’est pas contenu dans
un idéal maximal.

Dénition 3.10. Soit A un anneau, et I et J deux idéaux.

1. La somme de I et J est l’idéal I + J = {a+ b : a ∈ I, b ∈ J}.

2. Le produit de I et J est l’idéal IJ = 〈ab : a ∈ I, b ∈ J〉+.
Remarque 3.11. — Si I et J sont des idéaux à gauche/droite, I + J aussi.

— Si I est un idéal à gauche et X un ensemble quelconque, 〈ab : a ∈ I, b ∈ X〉+
est un idéal à gauche.

— Si J est un idéal à droite et X un ensemble quelconque, 〈ab : a ∈ X, b ∈ J〉+
est un idéal à droite.

—
— Si I est un idéal à gauche et J un idéal à droite, 〈ab : a ∈ I, b ∈ J〉+ est un

idéal (bilatère).

Remarque 3.12. Pour deux ensemblesX, Y ⊆ A on avait déniXY comme l’ensemble
{xy : x ∈ X, y ∈ Y }. Pour deux idéaux I, J E A on prend l’idéal engendré.

Dénition 3.13. Soit A un anneau. Deux idéaux I et J sont étrangers (ou premiers
entre eux) si I + JA.

Proposition 3.14. Soit A un anneau unitaire, et I, J deux idéaux étrangers. Alors
IJ + JI = I ∩ J .

Démonstration. Puisque I et J sont des idéaux, on a IJ ≤ I, IJ ≤ J , JI ≤ I et
JI ≤ J . Ainsi IJ + JI ≤ I ∩ J .
Réciproquement, puisque A = I + J il y a i ∈ I et j ∈ J avec i+ j = 1. Soit a ∈ I ∩ J .
Alors a = (i+ j)a = ia+ ja ∈ IJ + JI, d’où I ∩ J ≤ IJ + JI et on a égalité.

Théorème 3.15 (Théorème des restes chinois). Soit A un anneau unitaire, et I1, . . . , In
des idéaux deux-à-deux étrangers. Alors le morphisme d’anneaux

ϕ : A/(I1 ∩ · · · ∩ In) → A/I1 × · · ·A/In, x+ (I1 ∩ · · · ∩ In) 7→ (x+ I1, . . . , x+ In)

est un isomorphisme.
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Démonstration. Par récurrence sur n, le cas n = 1 étant trivial. On suppose donc
que I1, . . . , In, J sont deux-à-deux étrangers, et que x + I 7→ (x+, . . . , x + In) est un
isomorphisme, où I = I1 ∩ · · · ∩ In. Puisque J est étranger à chaque Ik, il y a ik ∈ Ik
et jk ∈ J avec ik + jk = 1. Alors 1 =

n
k=1(ik + jk) ∈ i1i2 · · · in + J ⊆ I + J . Donc I et

J sont étrangers. On considère donc

A/(I1 ∩ · · · ∩ In ∩ J) = A/(I ∩ J) → A/I × A/J → A/I1 × · · · × A/In × A/J ;

d’après l’hypothèse de récurrence il sut de montrer que ϕ : A/(I ∩ J) → A/I ×A/J
est un isomorphisme. On est donc réduit au cas n = 2.
Il est clair que le morphisme est injectif. On considère (x + I, y + J) ∈ A/I × A/J .
Soient i ∈ I et j ∈ J tels que i+ j = 1. On pose z = iy + jx. Alors

z + I = iy + jx+ I = ix+ jx+ I = (i+ j)x+ I = x+ I, et

z + J = iy + jx+ J = iy + jy + J = (i+ j)y + J = y + J.

Ceci montre la surjectivité.

On note que si z0 ∈ A est une solution particulière du système de congruences z ≡ ak
mod Ik pour k = 1, . . . , n, alors l’ensemble des solutions est précisément z0+(I1∩ · · ·∩
In).

Exemple 3.16. Soient n1, . . . , nk ∈ Z deux-à-deux premiers entre eux. Alors pour tout
a1, . . . , ak ∈ Z il y a x ∈ Z tel que x ≡ ai mod ni pour i = 1, . . . , k.

Démonstration. Si ni et nj sont premiers entre eux, d’après la relation de Bézout il y
a u, v ∈ Z avec niu+ njv = 1. Donc (ni) + (nj) = Z, et (ni) et (nj) sont étrangers. On
conclut avec le théorème des restes chinois.

Dans un anneau euclidien comme Z on calcule i et j à l’aide de l’algorithme d’Euclide.

4 Inversibilité, anneaux intègres

Dénition 4.1. Soit A un anneau. Un élément a ∈ A∗ est un diviseur de zéro à gauche
s’il y a b ∈ A∗ avec ab = 0. Dans ce cas, b est un diviseur de zéro à droite.
Un anneau commutatif sans diviseur de zéro est un anneau intègre. Attention : Parfois
on demande en plus que l’anneau soit unitaire !
Si A est unitaire, un élément a ∈ A est inversible s’il y a b ∈ A avec ab = ba = 1.
L’ensemble des éléments inversibles est noté A×. C’est un groupe multiplicatif.
Un anneau commutatif dont tous les éléments non-nuls sont inversibles est un corps.
Dans ce cas A× = A∗.

Remarque 4.2. Ne pas confondre A× et A∗ = A \ {0}.

Lemme 4.3. 1. Un élément inversible n’est pas diviseur de zéro.
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2. Si a n’est pas diviseur de zéro à gauche et ab = ac, alors b = c (et similairement
à droite). En particulier un anneau intègre a simplication multiplicative.

Démonstration. 1. Si ab = 0 et a est inversible, alors b = a−1ab = a−10 = 0. Le
raisonnement de l’autre coté est analogue.

2. Si ab = ac alors a(b − c) = 0. Comme a n’est pas diviseur de zéro à gauche,
b− c = 0 et b = c.

Exemple 4.4. Soit n ∈ N. Alors nZ est un idéal dans Z, et Z/nZ est un anneau
commutatif unitaire. Si n = 0 on a nZ = {0} et Z/nZ = Z. Si n = 1 on a nZ = Z et
Z/nZ ∼= {0}, l’anneau trivial. On supposera donc n ≥ 2.

Lemme 4.5. Z/nZ est intègre si et seulement si Z/nZ est un corps si et seulement si
n est premier, pour n ≥ 2.

Démonstration. Supposons d’abord n = k` composé, avec 1 < k, ` < n. Alors k+nZ 6=
0 + nZ, et `+ nZ 6= 0 + nZ, mais

(k + nZ) (`+ nZ) = kl + nZ = n+ nZ = 0 + nZ.

Donc Z/nZ n’est pas intègre.
Réciproquement, supposons n premier. Alors pour tout k ∈ Z soit n divise k et k+nZ =
0+nZ, soit k et n sont premiers entre eux. Dans ce cas, d’après le théorème de Bézout
il y a des entiers relatifs s, t ∈ Z tels que sk + tn = pgcd(k, n) = 1. Alors

(s+ nZ) (k + nZ) = (sk + nZ) = 1− kn+ nZ = 1 + nZ.

Ainsi tout k + Z non-nul est inversible, et Z/nZ est un corps.

C’est un cas particulier d’un théorème plus général.

Proposition 4.6. Un anneau intègre ni est un corps.

Démonstration. Soit a ∈ A∗. Alors l’application λa : x 7→ ax est injective : Si ax = ax′,
alors d’après lemme 4.3.2 on a x = x′. Or, A est ni, et toute application A → A
injective est surjective. Par surjectivité de λa il y a un élément e ∈ A avec ae = a. Si
b ∈ A est quelconque, alors ab = aeb, d’où b = eb encore par lemme 4.3.2. Ainsi e est
une unité multiplicative.
Encore par surjectivité de λa il y a a′ ∈ A avec aa′ = e. Donc a possède un inverse
multiplicatif a−1 = a′, et A est un corps.

En fait, le Théorème de Wedderburn asserte qu’on a pas besoin de supposer la com-
mutativité : Tout anneau ni sans diviseur de zéro est un corps.

On va maintenant généraliser la construction de Q à partir de Z à un anneau intègre
quelconque.
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Théorème 4.7 (Corps des fractions). Soit A un anneau intègre. Alors il y a un unique
(à isomorphisme près) plus petit corps K contenant A. Tout élément de K s’écrit de
la forme ab−1 avec a, b ∈ A (inverse et produit calculé dans K). C’est le corps des
fractions de A. Si f : A → L est un morphisme d’anneaux avec L un corps, il se
prolonge en morphisme f̄ : K → L.

Démonstration. On imagine que A se plonge dans un corps K. Alors K contient tous
les éléments de la forme ab−1 avec a ∈ A et b ∈ A∗. On note que la collection de tels
quotients est clos par addition, soustraction, multiplication et réciproque, c’est donc
un sous-corps. Par minimalité K = {ab−1 : a ∈ A, b ∈ A∗}. On va coder l’élément ab−1

par la paire (a, b). Or, ce codage n’est pas unique ; on appellera paires qui donnent le
même quotient ∼-équivalents : (a, b) ∼ (a′b′) ⇔ ab−1 = a′b′−1 ⇔ ab′ = a′b.
Pour ce faire, on n’a pas besoin de l’existence à priori de K — on le construira. Sur
A × A∗ on dénit une relation d’équivalence par (a, b) ∼ (a′, b′) si et seulement si
ab′ = a′b. On note que (a, b) ∼ (ac, bc) pour c 6= 0, et que ∼ est réexif et symétrique.
On vérie la transitivité : si (a, b) ∼ (a′, b′) ∼ (a′′, b′′), alors ab′ = a′b et a′b′′ = a′′b′,
d’où ab′b′′ = a′bb′′ = a′′bb′ et ab′′ = a′′b par simplication, ce qui donne (a, b) ∼ (a′′, b′′).
Ainsi ∼ est une relation d’équivalence, dont on note la classe de (a, b) par [a, b].
On pose K = (A×A∗)/∼, et dénit une addition ⊕ et une multiplication ⊗ sur K par
les formules qu’on connaît des quotients ab−1 :

[a, b]⊕ [a′, b′] = [ab′ + a′b, bb′] et [a, b]⊗ [a′, b′] = [aa′, bb′].

Il faut vérier que la somme et le produit ne dépendent pas du choix des représentants.
Par symétrie il sut de vérier sur la gauche. Soit donc [a, b] = [a′′, b′′], et donc ab′′ =
a′′b. Alors [a′′, b′′]⊕ [a′, b′] = [a′′b′ + a′b′′, b′′b′] et [a′′, b′′]⊗ [a′, b′] = [a′′a′, b′′b′]. Or,

[ab′ + a′b, bb′] = [ab′b′′ + a′bb′′, bb′b′′] = [a′′b′b+ a′bb′′, bb′b′′] = [a′′b′ + a′b′′, b′′b′] et

[aa′, bb′] = [aa′b′′, bb′b′′] = [a′′a′b, bb′b′′] = [a′′a′, b′′b′].

Donc ⊕ et ⊗ sont bien dénis.
On xe c ∈ A∗ et pose 0 = [0, c] et 1 = [c, c]. Ces classes ne dépendent pas du choix
de c. Pour [a, b] ∈ K on pose −[a, b] = [−a, b], et si a 6= 0 on pose [a, b]−1 = [b, a]. On
vérie facilement que ceci ne dépend pas du choix des représentants. Alors

[a, b]⊕ [0, c] = [ac+ 0b, bc] = [a, b] et [a, b]⊗ [c, c] = [ac, bc] = [a, b],

et donc

[a, b]⊕ (−[a, b]) = [a, b]⊕ [−a, b] = [ab− ab, bb] = [0, bb] = 0, et

[a, b]⊗ [a, b]−1 = [a, b]⊗ [b, a] = [ab, ab] = 1.

Il est évident de la dénition que ⊕ et ⊗ sont commutatifs. On vérie l’associativité :

([a, b]⊕ [a′, b′])⊕ [a′′, b′′] = [ab′ + a′b, bb′]⊕ [a′′, b′′] = [ab′b′′ + a′bb′′ + a′′bb′, bb′b′′]

= [a, b]⊕ [a′b′′ + a′′b′, b′b′′] = [a, b]⊕ ([a′, b′]⊕ [a′′, b′′]), et

([a, b]⊗ [a′, b′])⊗ [a′′, b′′] = [aa′, bb′]⊗ [[a′′, b′′] = [aa′a′′, bb′b′′] = [a, b]⊗ [a′a′′, b′b′′]

= [a, b]⊗ ([a′, b′]⊗ [a′′, b′′])
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et la distributivité :

([a, b] + [a′, b′])⊗ [a′′, b′′] = [ab′ + a′b, bb′]⊗ [a′′, b′′] = [aa′′b′ + a′a′′b, bb′b′′]

= [aa′′b′b′′ + a′a′′bb′′, bb′b′′b′′] = [aa′′, bb′′]⊕ [a′a′′, b′b′′]

= [a, b]⊗ [a′′, b′′]⊕ [a′, b′]⊗ [a′′, b′′].

Ainsi (K, 0, 1,⊕,⊗) est bien un corps.
On considère f : A → K déni par a 7→ [ac, c] (on note que f(a) ne dépend pas de c).
Si f(a) = f(a′) alors [ac, c] = [a′c, c], soit ac2 = a′c2 et a = a′ ; ainsi f est injectif. On
a f(0) = [0c, c] = 0, f(1) = [1c, c] = 1 (si A est unitaire), et f préserve l’addition et la
multiplication :

f(a+ b) = [(a+ b)c, c] = [acc+ bcc, cc] = [ac, c] + [bc, c] = f(a)⊕ f(b), et

f(ab) = [abc, c] = [acbc, cc] = [ac, c]⊗ [bc, c] = f(a)⊗ f(b).

Ainsi f plonge A dans K, et tout élément [a, b] ∈ K est de la forme

f(a)⊗ f(b)−1 = [ac, c]⊗ [bc, c]−1 = [ac, c][c, bc] = [ac2, bc2] = [a, b].

On identie donc A avec son image dans K.
Si L est un autre corps et g : A → L est un plongement, on prolonge g sur K par
g : [a, b] 7→ g(a)g(b)−1 ; on vérie que ḡ ne dépend pas des choix des représentants,
que ḡ(0) = 0 et que ḡ prolonge g et préserve l’addition et la multiplication. Ainsi ḡ est
un homomorphisme de K dans L. Or, ker ḡ est un idéal de K qui ne peut pas être K
entier puisque ker ḡ∩A = {0}. Mais un idéal d’un corps est soit (0) soit le corps entier.
Ainsi ker ḡ = (0) et ḡ est injectif, ce qui montre que K est minimal et unique.

5 Divisibilité, anneaux principaux

Dénition 5.1. Soit A un anneau intègre unitaire.
— Soient a, b ∈ A. On dit que a divise b, noté a | b, s’il y a c ∈ A avec ac = b.
— Un élément a est irréductible si pour tous b, c ∈ A, si a = bc alors b ou c est

inversible.
— Un élément a ∈ A est premier si pour tous b, c ∈ A, si p | bc alors p | b ou p | c.

Ceci généralise les notions bien connues de Z et R[X ].

Exemple 5.2. Soit A = Z[i
√
5] = {a+ ib

√
5 : a, b ∈ Z}, un sous-anneau de C. On a

6 = 2× 3 = (1 + i
√
5) (1− i

√
5).

Pour tout a ∈ A on a |a|2 ∈ N. On en déduit que |a| = 1 pour tout a ∈ A inversible.
Si z = a + i

√
5b ∈ Z[i

√
5] avec |z|2 < 5, on a b = 0 et z ∈ Z. En particulier les seuls

éléments z avec |z|2 = 1 sont ±1, et il n’y a pas d’élément z avec |z|2 ∈ {2, 3}.
Si zz′ = 1 ± i

√
5, alors |z|2|z′|2 = 6 ; si zz′ = 2, alors |z|2|z′|2 = 4, et si zz′ = 3, alors

|z|2|z′|2 = 9. Dans tous les cas |z|2 ≤ 3 ou |z′|2 ≤ 3, donc vaut 1, et 1 ± i
√
5, 2 et 3

sont tous irréductibles. Il n’y a donc pas factorisation unique en irréductibles dans A.
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Proposition 5.3. Soit A un anneau intègre unitaire. Alors tout élément premier est
irréductible.

Démonstration. Soit a ∈ A premier, et b, c ∈ A avec a = bc. Puisque A est unitaire,
a | bc ; comme a est premier, on a a | b ou a | c. Par symétrie on peut supposer a | b,
et il y a d ∈ A avec ad = b. Donc bcd = ad = b et cd = 1 d’après le lemme 4.3. Ainsi c
est inversible. Ceci montre que a est irréductible.

Remarque 5.4. La réciproque est fausse : Dans l’exemple 5.2 on a que 2 est irréduc-
tible et divise 6 = (1 + i

√
5) (1− i

√
5), mais ne divise aucun des deux facteurs.

Dénition 5.5. Soit A un anneau intègre unitaire. Deux éléments a, b ∈ A sont asso-
ciés s’il y a c ∈ A inversible avec a = cb.

C’est une relation d’équivalence.

Lemme 5.6. Soit A un anneau intègre unitaire, et a, b ∈ A. Deux éléments a, b ∈ A
sont associés si et seulement si (a) = (b).

Démonstration. S’il y a c ∈ A inversible avec ac = b, alors bc−1 = a. Donc b ∈ (a) et
a ∈ (b), d’où (a) = (b).
Réciproquement, supposons (a) = (b). Puisque b ∈ (a) = aA, il y a c ∈ A avec ac = b.
De même, il y a d ∈ A avec bd = a. Donc a = bd = acd. Alors soit a = 0, soit a 6= 0 et
cd = 1. Dans le premier cas (b) = (0) implique b = 0 = a · 1 ; dans le deuxième cas c
est inversible avec ac = b.

Proposition 5.7. Soit A un anneau intègre unitaire, et a ∈ A∗.

1. L’élément a est premier si et seulement si l’idéal (a) est premier.

2. L’élément a est irréductible si et seulement s’il n’existe pas de b ∈ A avec (a) <
(b) < A.

Démonstration. 1. Soit (a) premier, et b, c ∈ A avec a | bc. Donc bc ∈ (a) ; puisque
(a) est premier, soit b ∈ (a) et a | b, soit c ∈ (a) et a | c. Ainsi a est premier.

Réciproquement, soit a premier, et soient b, c ∈ A avec bc ∈ (a). Puisque (a) est
premier, soit b ∈ (a) et a | b, soit c ∈ (a) et a | c. Ainsi a est premier.

2. Soit a irréductible, et b ∈ A avec (a) ≤ (b) E A. Donc a ∈ (b) et il y a c ∈ A
avec a = bc. Si b est inversible, alors (b) = A ; si c est inversible, alors (a) = (b).

Réciproquement, supposons qu’il n’existe aucun b ∈ A avec (a) < (b) < A.
Soient c, d ∈ A avec a = cd. Alors (a) ≤ (c) ≤ A. Si (c) = A alors c est
inversible ; si (c) = (a) alors a et c sont associés et d est inversible. Ainsi a est
irréductible.

Dénition 5.8. Un idéal I dans un anneau A est principal s’il est engendré par un
seul élément : il y a a ∈ A avec I = (a).
Un anneau intègre unitaire A est principal si tout idéal dans A est principal.
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Exemple 5.9. On va voir plus bas des exemples d’anneaux principaux. On note que
Z[X ] n’est pas principal.

Proposition 5.10. Soit A un anneau principal, et a ∈ A∗. Sont équivalents :

1. a est premier.

2. a est irréductible.

3. aA est premier.

4. aA est maximal.

Démonstration. On sait déjà que 4.⇒3.⇒1.⇒2. Enn, 2.⇒4. découle de la proposition
5.7.2, sachant que tout idéal est principal.

Dénition 5.11. Un anneau intègre unitaire est euclidien s’il y a une fonction N :
A \ {0} → N telle que

1. On a N(ab) ≥ N(a) pour tout a, b ∈ A \ {0}.

2. Pour tout a, b ∈ A avec b 6= 0 il y a q, r ∈ A avec a = bq + r et soit r = 0, soit
N(r) < N(b).

La fonction N est la norme euclidienne.

Exemple 5.12. — Z avec la norme N(z) = |z|.
— K[X ] avec la norme N(P ) = deg(P ).
— Les entiers de Gauss Z[i] avec la norme N(x+ iy) = x2 + y2.

Pour vérier la condition 2., on considère a, b ∈ Z[i] avec b 6= 0. Les points de
Z[i] forment un réseau rectangulaire de distance horizontale et verticale 1. Pour
tout point z ∈ C on trouve donc un point de Z[i] de distance au plus

√
2/2 de z

(avec égalité si z est le milieu d’un carré unitaire dont les coins sont dans Z[i]).

En particulier il y a q ∈ Z[i] avec |a
b
− q| ≤

√
2
2
. On pose r = a − bq. Alors soit

r = 0, soit

N(r) = |r|2 = |a− bq| ≤ 1

2
|b|2 < |b|2 = N(b).

Lemme 5.13. Soit A un anneau euclidien. Alors N(1) = min im(N) est la valeur
minimale de la norme. Un élément a ∈ A est inversible si et seulement si N(a) = N(1).

Démonstration. Pour b ∈ A∗ on a N(b) = N(1 · b) ≥ N(1).
Si a est inversible, disons c ∈ A satisfait ac = 1, alors N(1) = N(ac) ≥ N(a) ≥ N(1)
et on a égalité. Réciproquement, si N(a) = N(1), alors a 6= 0 et il y a q, r ∈ A avec
1 = aq+ r et soit N(r) < N(1) ou r = 0. Le premier cas est impossible. Donc r = 0 et
aq = 1, ce qui veut dire que a est inversible.

Théorème 5.14. Un anneau euclidien est principal.

Démonstration. Soit (0) 6= I E A. On choisit 0 6= a ∈ I avec N(a) minimal possible.
Alors pour tout b ∈ I il y a q, r ∈ A avec b = aq + r, et soit r = 0, soit N(r) < N(a).
Or, r = b − aq ∈ I, d’où N(r) ≥ N(a) par minimalité. Donc r = 0 et b = aq ∈ (a).
Ainsi I = (a) est principal.
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Exemple 5.15. L’anneau Z[1+
√
19

2
] est principal, mais pas euclidien.

Si on peut deviner la norme, il est généralement facile de montrer qu’un anneau est
euclidien. Sinon, il est souvent plus facile de montrer qu’un anneau est principal.

Dénition 5.16. Soit A un anneau principal, et a1, . . . , an ∈ A non-nuls.
— Un élément δ ∈ A tel que (δ) = (a1, . . . , an) est un pgcd de A1, . . . , an. On le

note δ = pgcd(a1, . . . , an) = a1 ∧ · · · ∧ an. D’après le lemme 5.6 un pgcd est
déterminé à un facteur inversible près.

— Un élément ∆ ∈ A tel que (∆) = (a1) ∩ · · · ∩ (an) est un ppcm de 1, . . . , an. Il
est noté δ = ppcm(a1, . . . , an) = a1 ∨ · · · ∨ an, et déterminé à facteur inversible
près.

Remarque 5.17. Dans Z et K[X ] on peut éliminer l’ambiguïté dans le dénition du
pgcd et du ppcm en demandant qu’il soit positif (dans Z) ou unitaire (dans K[X ]). En
général il n’y a pas de choix canonique.

Théorème 5.18 (Relation de Bézout). Soit δ = a1∧· · ·∧an. Alors il y a c1, . . . , cn ∈ A
avec δ = c1a1 + · · ·+ cnan.

Démonstration. On a δ ∈ (a1, . . . , an) = a1A+ · · ·+ anA.

Remarque 5.19. Les éléments c1, . . . , cn sont des coecients de Bézout.

Dénition 5.20. Les éléments a1, . . . , an sont premiers entre eux si a1 ∧ · · · ∧ an = 1.

Corollaire 5.21 (Théorème de Bézout). Soit A principal. Les éléments a1, . . . , an sont
premiers entre eux si et seulement s’il y a c1, . . . , cn ∈ A avec a1c1 + · · ·+ ancn = 1.

Démonstration. L’existence est la relation de Bézout. Réciproquement, a1 ∧ · · · ∧ an
doit diviser a1c1 + · · ·+ ancn et est donc associé à 1.

Théorème 5.22 (Lemme de Gauss). Soient a, b, c non-nuls. Si a | bc et a ∧ b = 1,
alors a | c.

Démonstration. Puisque a∧ b = 1 il y a u, v ∈ A avec au+ bv = 1. Alors c = acu+ bcv.
Or, a | acu et a | bcv, donc a | acu+ bcv = c.

Théorème 5.23. Soit δ = a1 ∧ · · · ∧ an et ∆ = a1 ∨ · · · ∨ an.

1. Pour un élément b ∈ A on a b | δ si et seulement si b | ai pour i = 1, . . . , n.

2. Pour un élément b ∈ A on a ∆ | b si et seulement si ai | b pour i = 1, . . . , n.

Démonstration. 1. D’après Bézout il y a c1, . . . , cn ∈ A avec δ = c1a1 + · · ·+ cnan.
Donc si b | ai pour i = 1, . . . , n alors b | c1a1 + · · ·+ cnan = δ.

Réciproquement, ai ∈ (δ) pour i = 1, . . . , n, donc il y a di ∈ A avec ai = δdi.
Donc si b | δ, alors b | δdi = ai.
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2. On a ∆ ∈ (ai) pour i = 1, . . . , n, et il y a ci ∈ A avec ∆ = aici. Donc si ∆ | b,
alors ai | b pour i = 1, . . . , n.

Réciproquement, si ai | b alors b ∈ (ai) pour i = 1, . . . , n, et donc b ∈ (a1) ∩
· · · ∩ (an) = (∆). Ainsi ∆ | b.

Remarque 5.24. Puisque a | b si et seulement ca | cb, on a ca1 ∧ · · · ∧ can = c (a1 ∧
· · · ∧ an) et ca1 ∨ · · · ∨ can = c (a1 ∨ · · · ∨ an).

Théorème 5.25. Soit A un anneau principal, et a, b ∈ A∗. Alors (a∧ b) (a∨ b) = (ab).
Autrement dit, si δ = a ∧ b et ∆ = a ∨ b, alors il y a u ∈ A inversible avec δ∆ = uab.

Démonstration. Soient a′, b′ ∈ A avec a = a′ (a ∧ b) et b = b′ (a ∧ b). Alors a′ ∧ b′ = 1,
et il sut de montrer que (a′ ∨ b′) = (a′b′).
Soient u, v ∈ A avec a′u + b′v = 1. Puisque a′ | a′ ∨ b′ il y a c ∈ A avec a′c = a′ ∨ b′.
Alors c = a′cu+b′cv. Or, b′ | b′cv et b′ | (a′∨b′) = a′cu, ce qui donne b′ | a′cu+b′cv = c,
et il y a c′ ∈ A avec b′c′ = c. Ainsi a′ ∨ b′ = a′c = a′b′c′ et a′ ∨ b′ ∈ (a′b′). Donc
(a′ ∨ b′) ≤ (a′b′).
Réciproquement, a′b′ ∈ (a′) ∩ (b′), d’où (a′b′) ≤ (a′) ∩ (b′) = (a′ ∨ b′) ce qui donne
l’égalité.

Dans un anneau euclidien, on calcule le pgcd à l’aide de l’algorithme d’Euclide. Soient
a0, a1 ∈ A∗. Alors on trouve q1, a2 ∈ A avec a0 = a1q1 + a2 et a2 = 0 ou N(a2) <
N(b). Puisque (a0, a1) = (a1, a2), on a a0 ∧ a1 = a1 ∧ a2. Si a2 = 0 an a a1 | a0 et
(a, b) = (a0, a1) = (a1), d’où a ∧ b = a1. Si a2 6= 0 on itère avec a1, a2. Puisque la
suite d’entiers (N(ai))i>0 décroît strictement, l’algorithme s’arrête. Pour calculer des
coecents de Bézout, on calcule un, vn ∈ A tel que an = una+vnb. On pose u0 = v1 = 1
et u1 = v0 = 0. Si an−1 = un−1a+ vn−1b et an = una+ vnb, on obtient

an+1 = an−1 − anqn

= un−1a+ vn−1b− (una+ vnb)qn

= (un−1 − qnun)a+ (vn−1 − qnvn)b.

Ainsi un+1 = un−1 − qnun et vn+1 = vn−1 − qnvn. On itère.

Exemple 5.26. Calculer 597 ∧ 322, ainsi que des coecients de Bézout.

n an−1 = an × qn + an+1 un vn
0 597 322 1 0
1 597 = 322 × 1 + 275 0 1
2 322 = 275 × 1 + 47 1 −1
3 275 = 47 × 5 + 40 −1 2
4 47 = 40 × 1 + 7 6 −11
5 40 = 7 × 5 + 5 −7 13
6 7 = 5 × 1 + 2 41 −76
7 5 = 2 × 2 + 1 −48 89
8 2 = 1 × 2 + 0 137 −254

Ainsi 597 ∧ 322 = 1 = 597× 137− 322× 254.
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Dénition 5.27. Un anneau est noetherien s’il n’y a pas de chaîne I0 < I1 < I2 < · · ·
innie strictement croissante d’idéaux à gauche ou à droite.

Proposition 5.28. Un anneau est noethérien si et seulement si tout idéal à gauche ou
à droite est niment engendré (c’est-à-dire engendré par un nombre ni d’éléments).

Démonstration. Supposons que A est noethérien, mais que I E A est un idéal à gauche
qui n’est pas niment engendré. Supposons qu’on a trouvé a1, . . . , an ∈ I tel que
(a1) < (a1, a2) < · · · < (a1, . . . , an) (pour n = 0 l’hypothèse est vide). Puisque I
n’est pas niment engendré, on a (a1, . . . , an) < I et il y a an+1 ∈ I \ (a1, . . . , an).
Alors (a1, . . . , an) < (a1, . . . , an, an+1). Ainsi on trouve une chaîne innie strictement
croissante d’idéaux à gauches, une contradiction. Donc tout idéal à gauche de A est
niment engendré. Par symétrie, tout idéal à droite est aussi niment engendré.
Réciproquement, supposons que tout idéal à gauche ou à droite est niment engendré
Soit I0 < I1 < · · · E A est une chaîne innie strictement croissante d’idéaux à gauche.
Alors I =

⋃

n∈N In est un idéal à gauche dans A, donc engendré par un nombre ni
d’éléments a1, . . . , ak ∈ I. Or, I =

⋃

n∈N In ; il y a donc n0 ∈ N tel que a1, . . . , ak ∈ In0
.

Alors I = (a1, . . . , ak) ≤ In0
< In0+1 ≤ I, une contradiction. Par symétrie, il n’y

a pas de chaîne innie strictement croissante d’idéaux à droite non plus, et A est
noethérien.

Corollaire 5.29. Un anneau principal est noethérien.

6 Anneaux factoriels

Dénition 6.1. Un anneau intègre unitaire est factoriel si tout élément a ∈ A∗ non-
inversible se factorise comme produit d’éléments irréductibles, et que cette factorisation
est unique à association et permutation près.

Cela veut dire que si a ∈ A∗ est non-inversible il y a n unique, des irréductibles
p1, . . . , pn ∈ A tel que a = p1p2 · · · pn, et si q1, . . . , qm ∈ A sont irréductibles avec
a = q1q2 · · · qm alors n = m et il y a une permutation σ de J1, nK tel que pi et qσ(i) sont
associés pour tout i = 1, . . . , n.

Exemple 6.2. Z[X ] est un anneau factoriel qui n’est pas principal.

La démonstration se fera dans le prochain chapitre.

Lemme 6.3. Dans un anneau intègre unitaire noethérien, tout élément non-nul non-
inversible se factorise comme produit d’éléments irréductibles.

Démonstration. Soit a ∈ A∗ non-inversible, et supposons que a0 ne se factorise pas
comme produit d’éléments irréductibles. En particulier a0 n’est pas irréductible, et il y
a b, c ∈ A non-inversibles avec a = bc. Alors a est associé ni à b ni à c. Donc soit a soit b
ne se factorise pas comme produit d’irréductibles, et il y a a1 ∈ {b, c} avec (a0) < (a1)
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(on ne peut pas avoir égalité, car sinon a0 et a1 seraient associés). On itère avec a1 à
la place de a0, et on obtient une chaîne innie strictement croissante d’idéaux, ce qui
contredit la noethérianité.

Proposition 6.4. Dans un anneau factoriel, un élément est irréductible si et seulement
s’il est premier.

Démonstration. On sait déjà que premier implique irréductible dans un anneau intègre
unitaire. Soit p ∈ A irréductible, et b, c ∈ A tel que p | bc. Il y a donc a ∈ A avec
ap = bc. Soient a = p1 · · · pn, b = q1 · · · qm et c = r1 · · · rk les factorisations de a, b et
c en facteurs irréductibles. Alors pp1 · · · pn = q1 · · · qmr1 · · · rk sont deux factorisations
de ap = bc en facteurs irréductibles. Par unicité il y a soit i ∈ J1,mK avec p associé à
qi, et p | b, soit j ∈ J1, kK avec p associé à rj , et p | c. Ainsi p est premier.

Proposition 6.5. Un anneau intègre unitaire A est factoriel si et seulement si tout
élément a ∈ A∗ non-inversible se factorise comme produit d’éléments premiers.

Démonstration. Soit A factoriel. Alors tout élément non-nul non-inversible se factorise
comme produit d’éléments irréductibles, qui sont premiers d’après la proposition 6.4.
Réciproquement, supposons que tout élément a ∈ A∗ non-inversible se factorise comme
produit d’éléments premiers. Puisque un élément premier est irréductible, a se factorise
comme produit d’éléments irréductibles. Supposons donc que

a = p1p2 · · · pn = q1q2 · · · qm

pour des éléments premiers p1, . . . , pn et des éléments irréductibles q1, . . . , qm. On fait
une récurrence sur n.
Initialisation. Si n = 1, alors a = p1 = q1 · · · qm. Puisque p1 est premier, il y a i ∈ J1,mK
tel que p1 divise qi. Il y a donc b ∈ A avec p1b = qi. Donc p1 = b−1qi = q1 · · · qm. Par
simplication on a b−1 = q1 · · · qi−1qi+1 · · · qm, ce qui implique que qj est inversible pour
j 6= i. Or, un élément irréductible n’est pas inversible. On a donc m = 1 et p1 = q1 = a.
Hypothèse. On suppose qu’un produit de n− 1 éléments premiers a une unique facto-
risation en irréductibles.
Hérédité. On a a = p1p2 · · · pn = q1q2 · · · qm comme ci-dessus. Alors pn | q1q2 · · · qm ;
puisque pn est premier il y a i ∈ J1, nK tel que pn | qi, et il y a b ∈ A avec pnb = qi ;
puisque qi est irréductible et p1 non-inversible, b est inversible et pn est associé à qi ;
quitte à permuter les qi on peut supposer i = m. Alors p1 · · · pn−1 = q1 · · · qm−1b

−1 avec
q1, . . . , qm−2, qm−1b

−1 irréductibles. Par hypothèse de récurrence n− 1 = m− 1 et il y a
une permutation σ de J1, n− 1K tel que pi est associé à q

σ(i) pour i = 1, . . . , n− 1 (être
associé à qm−1 est la même chose qu’être associé à qm−1b

−1). Donc la factorisation de
a en éléments irréductibles est unique.

Corollaire 6.6. Un anneau principal est factoriel.

Démonstration. Un anneau principal est euclidien, et chaque élément non-nul non-
inversible s’écrit donc comme produit d’irréductibles. Or, dans un anneau principal un
élément irréductible est premier. On termine avec la proposition 6.5.
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Soit A un anneau factoriel, et P un système de représentants pour les classes d’asso-
ciation des éléments premiers. Cela signie que tout élément premier est associé à un
unique élément de P .

Lemme 6.7. Tout a ∈ A∗ s’écrit de manière unique comme a = u


p∈P pnp, avec u
inversible et np ∈ N pour tout p ∈ P, et tous nuls sauf un nombre ni.

Démonstration. On considère une factorisation a = q1 · · · qn de a en facteurs premiers.
Alors pour tout i ∈ J1, nK il y a pi ∈ P associé à qi, et donc ui ∈ A× avec qi = piui.
Ainsi a = u1 · · · unp1 · · · pn ; on pose u = u1 · · · un et regroupe les pi identiques, ce qui
nous donne la factorisation a = u



p∈P pnp souhaité. L’unicité suit de la factorisation
unique.

Proposition 6.8. Soit a = u


p∈P pnp et b = v


p∈P pmp avec u, v ∈ A×. Alors a | b
si et seulement si np ≤ mp pour tout p ∈ P.

Démonstration. Si np ≤ mp pour tout p ∈ P , alors c =


p∈P pmp−np ∈ A, et b =

vu−1ac. Donc a | b.
Réciproquement, supposons que a | b. Alors il y a c ∈ A tel que ac = b. Soit c =
w


p∈P pkp la factorisation de c, avec w ∈ A×. Donc

v
∏

p∈P

pmp = b = ac = u
∏

p∈P

pnp w
∏

p∈P

pkp = uw
∏

p∈P

pnp+kp ;

l’unicité donne v = uw et mp = np + kp ≥ np pour tout p ∈ P .

Dénition 6.9. Soit a = u


p∈P pnp et b = v


p∈P pmp avec u, v ∈ A×. Soit kp =
min{np,mp} et `p = max{np,mp}. On pose

pgcd(a, b) = a ∧ b =
∏

p∈P

pkp et ppcm{a, b} = a ∨ b =
∏

p∈P

p`p .

Lemme 6.10. Soient a, b, c ∈ A×. Alors

c | a et c | b ⇔ c | a ∧ b,

a | c et b | c ⇔ a ∨ b | c.

De plus, (a ∧ b) (a ∨ b) est associé à ab.

Démonstration. Les équivalences sont conséquence de la proposition 6.8. Le dernier
énoncé est un simple calcul, en utilisant min{m,n}+max{m,n} = m+ n.

Un anneau factoriel permet donc un plus grand commun diviseur et un plus petit
commun multiple, avec les propriétés habituels. Cependant, il satisfait une identité de
Bézout si et seulement s’il est principal.

20


