Soit C une chaine non-vide dans X'. Alors | JC est un idéal dans A contenant / majorant
C; puisque 1 ¢ J pour tout J € Conal ¢ [JC et [JC € X. Ainsi X est inductif
et posséde un élément maximal d’aprés le lemme de Zorn, c¢’est-a-dire un idéal propre
maximal. O

Exemple 3.9. Soit A 'anneau des polynémes sur Z sans terme constant en variables
X, X2 XVA X2 . avec bien sur (X1/2n+1)2 = X/2" pour tout n € N. Soit
I, = (X'/?"). Puisque X"/ divise X/?" pour k > n, on a (X'/2") < (X'/?") et les
(I, : n € N) forment une chaine croissante. Or, A = |,y In- Si Iy < I <A avec [
maximal, alors A/I est un corps. Puisque I < A et |J,.yIn = Aily a n € N minimal
tel que I,, £ I; on note que n > 0. Soit a € I, \ I. Alors a®> € I, ; < I. Comme I est
maximal, il est premier, et a € I, une contradiction. Donc [y n’est pas contenu dans
un idéal maximal.

Définition 3.10. Soit A un anneau, et [ et J deux idéaux.
1. La somme de I et Jest l'idéal I +J ={a+b:a€l, be J}.
2. Le produit de I et J est I'idéal IJ = (ab:a € I, b€ J),.

Remarque 3.11. — Si I et J sont des idéaux a gauche/droite, I + J aussi.
— Si [ est un idéal a gauche et X un ensemble quelconque, (ab:a € I, b€ X),
est un idéal a gauche.
— Si J est un idéal & droite et X un ensemble quelconque, (ab:a € X, b € J),
est un idéal a droite.

— Si I est un idéal a gauche et J un idéal a droite, (ab : a € I, b € J), est un
idéal (bilatere).

Remarque 3.12. Pour deux ensembles X, Y C A on avait défini XY comme I’ensemble
{zy:x € X, y € Y}. Pour deux idéauz I,J < A on prend 1'idéal engendré.

Définition 3.13. Soit A un anneau. Deux idéaux [ et J sont étrangers (ou premiers
entre eux) si I + JA.

Proposition 3.14. Soit A un anneau unitaire, et I, J deuz idéauz étrangers. Alors

IJ+JI=1NnJ.

Démonstration. Puisque I et J sont des idéaux, on a [J < I, IJ < J, JI < [ et
JI < J. Ainsi IJ+JI <INJ.

Réciproquement, puisque A=1+Jilyaieletje Javeci+j=1 SoitaelINJ.
Alorsa = (i+jla=ia+jaclJ+ JI,doa INJ < IJ+ JI et on a égalité. O

Théoréme 3.15 (Théoréme des restes chinois). Soit A un anneau unitaire, et I, . .., I,
des idéaur deux-a-deux étrangers. Alors le morphisme d’anneaux

est un isomorphisme. 9 %7&6 Lk 1 Ie A
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Démonstration. Par récurrence sur n, le cas n = 1 étant trivial. On suppose donc
que Iy,...,1I,,J sont deux-a-deux étrangers, et que x + I — (x+,...,x + I,,) est un
isomorphisme, ou [ = I, N--- N I,. Puisque J est étranger a chaque I, il y a i, € I,
et ji € J avec iy, + ji, = 1. Alors 1 = [[}_, (ix + Jjx) € i1i2-- -1, +J C I+ J. Donc [ et
J sont étrangers. On considére donc

A/(Ln---nl,NnJ)=A/(INJ)— A/l xAJJ = A/l x--- x A/l, x A/ J;

d’aprés I'hypothése de récurrence il suffit de montrer que p : A/(INJ) — A/I x A/J
est un isomorphisme. On est donc réduit au cas n = 2.

Il est clair que le morphisme est injectif. On considére (z + I,y + J) € A/I x A/ J.
Soient ¢ € I et j € J tels que i +j = 1. On pose z = iy + jx. Alors

z+l=w+jr+l=iz+je+I=(_G(+je+1=x+1, et
z+J=iy+jr+J=iy+jy+J=0+j)y+J=y+J

Ceci montre la surjectivité. O

On note que si zy € A est une solution particuliére du systéme de congruences z = ay,

mod I pour k = 1,...,n, alors 'ensemble des solutions est précisément zo+ (I;N---N
I,).

Exemple 3.16. Soient nq,...,n; € Z deux-a-deux premiers entre eux. Alors pour tout
ai,...,ap € Zilyax € Z tel que x =a; mod n; pouri=1,... k.

Démonstration. Sin,; et n; sont premiers entre eux, d’aprés la relation de Bézout il y
au,v € Z avec nyu+n;v = 1. Donc (n;) + (n;) = Z, et (n;) et (n;) sont étrangers. On
conclut avec le théoréme des restes chinois. O

Dans un anneau euclidien comme Z on calcule ¢ et j a ’aide de 'algorithme d’Euclide.

4 Inversibilité, anneaux intégres

Définition 4.1. Soit A un anneau. Un élément a € A* est un diviseur de zéro a gauche
sily abe A" avec ab = 0. Dans ce cas, b est un diviseur de zéro a droite.

Un anneau commutatif sans diviseur de zéro est un anneau intégre. Attention : Parfois
on demande en plus que ’anneau soit unitaire !

Si A est unitaire, un élément a € A est inversible s’il y a b € A avec ab = ba = 1.
L’ensemble des éléments inversibles est noté A*. C’est un groupe multiplicatif.

Un anneau commutatif dont tous les éléments non-nuls sont inversibles est un corps.
Dans ce cas A* = A*.

Remarque 4.2. Ne pas confondre A et A* = A\ {0}.

Lemme 4.3. 1. Un élément inversible n’est pas diviseur de zéro.
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2. Sia nest pas diviseur de zéro a gauche et ab = ac, alors b = ¢ (et similairement
a droite). En particulier un anneau intégre a simplification multiplicative.

Démonstration. 1. Si ab = 0 et a est inversible, alors b = a 'ab = a='0 = 0. Le
raisonnement de l'autre coté est analogue.

2. Si ab = ac alors a(b — ¢) = 0. Comme a n’est pas diviseur de zéro a gauche,
b—c=0etb=c. O

Exemple 4.4. Soit n € N. Alors nZ est un idéal dans Z, et Z/nZ est un anneau
commutatif unitaire. Sin =0on anZ = {0} et Z/nZ =7Z.Sin =1on anZ =7 et
Z/nZ = {0}, 'anneau trivial. On supposera donc n > 2.

Lemme 4.5. Z/nZ est intégre si et seulement si Z/nZ est un corps si et seulement si
n est premier, pour n > 2.

Démonstration. Supposons d’abord n = kf composé, avec 1 < k, ¢ < n. Alors k+nZ #
0+ nZ, et { +nZ # 0+ nZ, mais

(k+nZ)(l+nZ)=kl+nZ =n+nZ =0+ nZ.

Donc Z/nZ n’est pas intégre.

Réciproquement, supposons n premier. Alors pour tout k& € Z soit n divise k et k+nZ =
0+ nZ, soit k et n sont premiers entre eux. Dans ce cas, d’apreés le théoréme de Bézout
il y a des entiers relatifs s,t € Z tels que sk + tn = pged(k,n) = 1. Alors

(s +nZ)(k+nZ) = (sk+nZ)=1—kn+nZ=1+nZ.
Ainsi tout k + Z non-nul est inversible, et Z/nZ est un corps. O
C’est un cas particulier d'un théoréme plus général.
Proposition 4.6. Un anneau intégre fini est un corps.

Démonstration. Soit a € A*. Alors 'application )\, : x — ax est injective : Si ax = a2,
alors d’aprés lemme 4.3.2 on a x = z/. Or, A est fini, et toute application A — A
injective est surjective. Par surjectivité de A, il y a un élément e € A avec ae = a. Si
b € A est quelconque, alors ab = aeb, d’ou b = eb encore par lemme 4.3.2. Ainsi e est
une unité multiplicative.

Encore par surjectivité de A\, il y a @’ € A avec aa’ = e. Donc a posséde un inverse
multiplicatif a=! = @/, et A est un corps. (]

En fait, le Théoréme de Wedderburn asserte qu’on a pas besoin de supposer la com-
mutativité : Tout anneau fini sans diviseur de zéro est un corps.

On va maintenant généraliser la construction de Q a partir de Z a un anneau intégre
quelconque.
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Théoréme 4.7 (Corps des fractions). Soit A un anneﬁ intégre. Alors il y a un unique
(a isomorphisme pres) plus petit corps K contenant A. Tout élément de K s’écrit de
la forme ab™' avec a,b € A (inverse et produit calculé dans K ). C’est le corps des
fractions de A. Si f : A — L est un morphisme d’anneaux avec L un corps, il se
prolonge en morphisme f : K — L.

Démonstration. On imagine que A se plonge dans un corps K. Alors K contient tous
les éléments de la forme ab™! avec a € A et b € A*. On note que la collection de tels
quotients est clos par addition, soustraction, multiplication et réciproque, c’est donc
un sous-corps. Par minimalité K = {ab™! : a € A, b € A*}. On va coder I'élément ab™!
par la paire (a,b). Or, ce codage n’est pas unique; on appellera paires qui donnent le
méme quotient ~-équivalents : (a,b) ~ (a'V) & ab™' = d'V™! & all = d'b.

Pour ce faire, on n’a pas besoin de 'existence a priori de K — on le construira. Sur
A x A* on définit une relation d’équivalence par (a,b) ~ (a’,b’) si et seulement si
ab’ = a’b. On note que (a,b) ~ (ac, bc) pour ¢ # 0, et que ~ est réflexif et symétrique.
On vérifie la transitivité : si (a,b) ~ (a’,b") ~ (a”,0"), alors ab/ = a'b et a'b" = a"¥V,
d’ott ab'b" = a'bb” = a"bl et al” = b par simplification, ce qui donne (a,b) ~ (a”,b").
Ainsi ~ est une relation d’équivalence, dont on note la classe de”(a, b) par [a, b].

On pose K = (A x A*)/~, et définit une addition & et une multiplication ® sur K par
les formules qu’on connait des quotients ab™" :

la,b] ® [, b] = [ab + a'b,bV] et la,b] @ [a', V] = [ad’, bV].

Il faut vérifier que la somme et le produit ne dépendent pas du choix des représentants.
Par symétrie il suffit de vérifier sur la gauche. Soit donc [a, b] = [a”,D"], et donc ab” =
a”b. Alors [a”, V'] & [a', V] = [V + &'V, 0"V] et [a”,b"] @ [d/, V] = [a"d’, b"V]. Or,

[ab' + a'b, V'] = [ab'b" + a'bb", bb'V"] = [a"b'b + a'bb", bb'V"] = [a"V + 'V, V"V] et

laa’, bb'] = [aadV", 00'D"] = [a"a'b, bU'D"] = [a"d’, b"V].

Donc & et ® sont bien définis.
On fixe ¢ € A* et pose 0 = [0,¢| et 1 = [¢,¢]|. Ces classes ne dépendent pas du choix
de c. Pour [a,b] € K on pose —[a,b] = [—a,b], et si a # 0 on pose [a,b]™* = [b,a]. On
vérifie facilement que ceci ne dépend pas du choix des représentants. Alors

[a,b] & [0, c| = [ac + 0b, bc] = [a, b] et la,b] ® [c, ¢|] = [ac, bc] = [a, b],
et donc
[a,b] ® (—[a,b]) = [a,b] @ [—a,b] = [ab— ab,bb] = [0,bb] =0, et
[a,b] @ [a,b] ™" = [a,b] ® [b,a] = [ab, ab] = 1.
Il est évident de la définition que @ et ® sont commutatifs. On vérifie ’associativité :
([a,b] @ [a’,V]) @ [a", V"] = [ab + a'b, bb'] & [a", "] = [ab'V" + a'Db" + a" bV, bbb
= [a,b] & [a'D" + "V, VD" = [a,b] & ([, V] & [a",V"]), et
([a,b] @ [d',V]) ® [a",0"] = [ad’, V] @ [[a",b"] = [ad'a”,bb'V"] = [a,b] @ [d'a”, b’V
= [a,b] ® ([a, V] @ [a", b"])
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et la distributivité :
([a,0] + [@',V]) ® [a",b"] = [al + a'b, 0V'] @ [a", "] = [aa"V + a'a"b, bb'V"
= [ad"b'V" + a'a"bb", bb'V"'V"| = [aad”, 0V"] @ [a’a”, b'D"]
=[a,b] ® [a", V") & [d', V] @ [a",b"].

Ainsi (K,0,1,®,®) est bien un corps.

On considére f : A — K défini par a — [ac, ¢] (on note que f(a) ne dépend pas de c).
Si f(a) = f(a’) alors [ac, ] = [d’c, c], soit ac®* = a'c® et a = d’; ainsi f est injectif. On
a f(0) =[0c,c] =0, f(1) =[lc,c] = 1 (si A est unitaire), et f préserve I'addition et la
multiplication :

fla+b) =[(a+b)c,c| = |acc + bee, cc] = [ac, ] + [be, ¢] = f(a) & f(b), et
f(ab) = [abe, ¢] = [acbe, cc] = [ac, c] @ [be, ¢] = f(a) @ f(b).

Ainsi f plonge A dans K, et tout élément [a,b] € K est de la forme
fla)® f(b)™" = lac,c] @ [be, ]! = [ac, c][c, be] = [ac?, be?] = [a, D].

On identifie donc A avec son image dans K.

Si L est un autre corps et g : A — L est un plongement, on prolonge g sur K par
g : [a,b] — g(a)g(b)™; on vérifie que g ne dépend pas des choix des représentants,
que g(0) = 0 et que g prolonge g et préserve 'addition et la multiplication. Ainsi g est
un homomorphisme de K dans L. Or, ker g est un idéal de K qui ne peut pas étre K
entier puisque ker gN A = {0}. Mais un idéal d’un corps est soit (0) soit le corps entier.
Ainsi ker g = (0) et g est injectif, ce qui montre que K est minimal et unique. O

5 Divisibilité, anneaux principaux

Définition 5.1. Soit A un anneau intégre unitaire.
— Soient a,b € A. On dit que a divise b, noté a | b, s'il y a ¢ € A avec ac = b.
— Un élément a est irréductible si pour tous b,c € A, si a = be alors b ou ¢ est
inversible.
— Un élément a € A est premier si pour tous b,c € A, si p | bc alors p | bou p | c.

Ceci généralise les notions bien connues de Z et R[X].

Exemple 5.2. Soit A = Z[i\/5] = {a +ibv/5 : a,b € Z}, un sous-anneau de C. On a
6=2x3=(1+iV5) (1 —iV5).

Pour tout @ € A on a |a]* € N. On en déduit que |a] = 1 pour tout a € A inversible.
Si z = a+ivbb € Z[i\/5] avec |z|> < 5, on a b = 0 et z € Z. En particulier les seuls
éléments 2 avec |z|? = 1 sont £1, et il n’y a pas d’élément z avec |z|? € {2,3}.

Si 22/ = 1445, alors |2]2|2/|> = 6; si 22/ = 2, alors |2]?|2/|> = 4, et si 22/ = 3, alors
|2|2|2/|? = 9. Dans tous les cas |22 < 3 ou |#/|* < 3, donc vaut 1, et 1 +4/5, 2 et 3
sont tous irréductibles. Il n’y a donc pas factorisation unique en irréductibles dans A.
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Proposition 5.3. Soit A un anneau intégre unitaire. Alors tout élément premier est
wrréductible.

Démonstration. Soit a € A premier, et b,c € A avec a = be. Puisque A est unitaire,
a | be; comme a est premier, on a a | b ou a | ¢. Par symétrie on peut supposer a | b,
etilyadée A avec ad =b. Donc bed = ad = b et ¢d = 1 d’aprés le lemme 4.3. Ainsi ¢
est inversible. Ceci montre que a est irréductible. O

Remarque 5.4. La réciproque est fausse : Dans ’exemple 5.2 on a que 2 est irréduc-
tible et divise 6 = (1 +4v/5) (1 — i1/5), mais ne divise aucun des deux facteurs.

Définition 5.5. Soit A un anneau intégre unitaire. Deux éléments a,b € A sont asso-
ciés 'il y a ¢ € A inversible avec a = cb.

C’est une relation d’équivalence.

Lemme 5.6. Soit A un anneau intégre unitaire, et a,b € A. Deux éléments a,b € A
sont associés si et seulement si (a) = (b).

Démonstration. S’il y a ¢ € A inversible avec ac = b, alors be™! = a. Donc b € (a) et
a € (b), dou (a) = (b).

Réciproquement, supposons (a) = (b). Puisque b € (a) = aA, il y a c € A avec ac = b.
De méme, il y a d € A avec bd = a. Donc a = bd = acd. Alors soit a = 0, soit a # 0 et
cd = 1. Dans le premier cas (b) = (0) implique b = 0 = a - 1; dans le deuxiéme cas ¢
est inversible avec ac = b. O

Proposition 5.7. Soit A un anneau intégre unitaire, et a € A*.
1. L’élément a est premier si et seulement si l’idéal (a) est premier.

2. L’élément a est irréductible si et seulement s’il n’existe pas de b € A avec (a) <
(b) < A.

Démonstration. 1. Soit (a) premier, et b,c € A avec a | be. Donc be € (a) ; puisque
(a) est premier, soit b € (a) et a | b, soit ¢ € (a) et a | ¢. Ainsi a est premier.
Réciproquement, soit a premier, et soient b, ¢ € A avec bc € (a). Puisque (a) est
premier, soit b € (a) et a | b, soit ¢ € (a) et a | c. Ainsi a est premier.

2. Soit a irréductible, et b € A avec (a) < (b)) < A. Donca € (b) etilyace A
avec a = bc. Si b est inversible, alors (b) = A; si ¢ est inversible, alors (a) = (b).
Réciproquement, supposons qu’il n’existe aucun b € A avec (a) < (b) < A.
Soient ¢,d € A avec a = cd. Alors (a) < (¢) < A. Si (¢) = A alors ¢ est
inversible ; si (¢) = (a) alors a et ¢ sont associés et d est inversible. Ainsi a est
irréductible. 0

Définition 5.8. Un idéal I dans un anneau A est principal s’il est engendré par un
seul élément : il y a a € A avec I = (a).
Un anneau intégre unitaire A est principal si tout idéal dans A est principal.
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Exemple 5.9. On va voir plus bas des exemples d’anneaux principaux. On note que
Z[X] n’est pas principal.

Proposition 5.10. Soit A un anneau principal, et a € A*. Sont équivalents :
1. a est premier.
2. a est irréductible.
3. aA est premier.

4. aA est mazrimal.

Démonstration. On sait déja que 4.=3.=1.=2. Enfin, 2.=4. découle de la proposition
5.7.2, sachant que tout idéal est principal. O

Définition 5.11. Un anneau intégre unitaire est euclidien s’il y a une fonction N :
A\ {0} — N telle que

1. On a N(ab) > N(a) pour tout a,b € A\ {0}.
2. Pour tout a,b € Aavecb#0ily aq,r € Aavec a = bq+ r et soit r = 0, soit
N(r) < N(b).

La fonction N est la norme euclidienne.

Exemple 5.12. — Z avec la norme N(z) = |z|.

— K[X] avec la norme N(P) = deg(P).

— Les entiers de Gauss Z[i| avec la norme N(z + iy) = 2 + y*.
Pour vérifier la condition 2., on considére a,b € Z[i] avec b # 0. Les points de
Z[i] forment un réseau rectangulaire de distance horizontale et verticale 1. Pour
tout point z € C on trouve donc un point de Z[i] de distance au plus v/2/2 de z
(avec égalité si z est le milieu d’un carré unitaire dont les coins sont dans Z][i]).
En particulier il y a ¢ € Z[i] avec |§ —q| < ‘/75 On pose r = a — bq. Alors soit
r =0, soit

1
N(r) = Irl® = la = bg| < 5 [b" < [o* = N(b).

Lemme 5.13. Soit A un anneau euclidien. Alors N(1) = minim(N) est la valeur
minimale de la norme. Un élément a € A est inversible si et seulement si N(a) = N(1).

Démonstration. Pour b € A* on a N(b) = N(1-b) > N(1).

Si a est inversible, disons ¢ € A satisfait ac = 1, alors N(1) = N(ac) > N(a) > N(1)
et on a égalité. Réciproquement, si N(a) = N(1), alors a # 0 et il y a ¢, € A avec
1 =aq+r et soit N(r) < N(1) our = 0. Le premier cas est impossible. Donc r = 0 et
aq = 1, ce qui veut dire que a est inversible. O

Théoréme 5.14. Un anneau euclidien est principal.

Démonstration. Soit (0) # I < A. On choisit 0 # a € I avec N(a) minimal possible.
Alors pour tout b € il y a g, € A avec b = aq + r, et soit r = 0, soit N(r) < N(a).
Or,r =b—aq € I, d'ou N(r) > N(a) par minimalité. Donc r = 0 et b = aq € (a).
Ainsi I = (a) est principal. O
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Exemple 5.15. L’anneau Z| | est principal, mais pas euclidien.

Si on peut deviner la norme, il est généralement facile de montrer qu'un anneau est
euclidien. Sinon, il est souvent plus facile de montrer qu’un anneau est principal.

Définition 5.16. Soit A un anneau principal, et aq, ..., a, € A non-nuls.

— Un élément 6 € A tel que (§) = (aq,...,a,) est un pged de Ay, ..., a,. On le
note &6 = pged(ay,...,a,) = ay A -+ A a,. D’aprés le lemme 5.6 un pged est
déterminé a un facteur inversible prés.

— Un élément A € A tel que (A) = (ay) N---N(a,) est un ppem de 1,...,a,. 1
est noté § = ppem(ay,...,a,) =ai V- -V a,, et déterminé a facteur inversible
pres.

Remarque 5.17. Dans Z et K[X] on peut éliminer 'ambiguité dans le définition du
pged et du ppem en demandant qu’il soit positif (dans Z) ou unitaire (dans K[X]). En
général il n’y a pas de choix canonique.

Théoréme 5.18 (Relation de Bézout). Soit § = a1 A---Aay,. Alorsilyacy,...,c, € A
avec 0 = cray + -+ + Cpay,.

Démonstration. On a d € (aq,...,a,) = A+ -+ a,A. O
Remarque 5.19. Les éléments ¢y, ..., ¢, sont des coefficients de Bézout.

Définition 5.20. Les éléments aq,...,a, sont premiers entre euzx si a; A--- A a, = 1.
Corollaire 5.21 (Théoréme de Bézout). Soit A principal. Les éléments ay, . . . , a, sont
premiers entre eux si et seulement s’il y a ¢q,...,¢, € A avec ajc; + - + ayc, = 1.

Démonstration. L’existence est la relation de Bézout. Réciproquement, a; A --- A a,
doit diviser ajc; + - -+ + a,c, et est donc associé & 1. O

Théoréme 5.22 (Lemme de Gauss). Soient a,b,c non-nuls. Si a | bc et a Nb =1,
alors a | c.

Démonstration. Puisque aANb=1ily au,v € A avec au+bv = 1. Alors ¢ = acu+ bcv.
Or, a | acu et a | bev, donc a | acu + bev = c. O

Théoréme 5.23. Soitd =a; A---Na, ecAN=a; V- ---Va,.

1. Pour un élément b € A on a b | si et seulement si b | a; pouri=1,...,n.
2. Pour un élément b€ A on a A | b si et seulement si a; | b pouri=1,... ,n.
Démonstration. 1. D’aprés Bézout il y a¢q,...,¢c, € A avec § = cia1 + -+ -+ cpan,.
Donc sib|a; pouri=1,...,nalors b | cia; + -+ cya, = 9.

Réciproquement, a; € (§) pouri = 1,...,n, donc il y a d; € A avec a; = dd;.
Donc si b | 0, alors b | 0d; = a;.
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2. OnaA € (aq;)pouri=1,...,n,etilyac € Aavec A = a;c;. Donc si A | b,

alors a; | b pour i =1,...,n.
Réciproquement, si a; | b alors b € (a;) pour ¢ = 1,...,n, et donc b € (a;) N
--N(ay) = (A). Ainsi A | b. O

Remarque 5.24. Puisque a | b si et seulement ca | ¢b, on a ca; A -+ A ca, = ¢ (a3 A
e ANay)eteay Ve--Vea, =clag Ve Vay).

Théoréme 5.25. Soit A un anneau principal, et a,b € A*. Alors (aAb) (aVb) = (ab).
Autrement dit, sid =aAbet A=aVb, alors il y a u € A inversible avec A = uab.

Démonstration. Soient ', € A avec a =da'(a Ab) et b="b(aAb). Alors a’ NV =1,
et il suffit de montrer que (a’ V ¥') = (a'Vt).

Soient u,v € A avec a'u+ b'v = 1. Puisque ' | d’ V¥ ily ac € A avec d'c =a’' V.
Alors ¢ = d'cu+bcv. Or, V' | Vevet O | (a' V') = d'cu, ce qui donne O | a'cu+b'cv = ¢,
etilyac € AavectV/d = c. Ainsi ¢/ V¥V = d'c = d'b'd et ! VI € (a'D'). Donc
(@' V) < (dV).

Réciproquement, o't € (a') N (b'), dou (¢'b') < (o) N (V') = (¢’ V V') ce qui donne
I’égalité. O
Dans un anneau euclidien, on calcule le pged a l'aide de 1’algorithme d’Fuclide. Soient
ap,a; € A*. Alors on trouve qj,as € A avec ay = a1q1 + as et as = 0 ou N(ag) <
N(b). Puisque (ag,a1) = (a1,as2), on a ag Aa; = a3 Aag. Siay =0 an a a; | ap et
(a,b) = (ap,a1) = (a1), dot a Ab = a;. Si as # 0 on itére avec ay,ay. Puisque la
suite d’entiers (N (a;));=o décroit strictement, 1’algorithme s’arréte. Pour calculer des
coefficents de Bézout, on calcule u,,, v, € A tel que a,, = u,a+v,b. On pose ug = v; = 1
et up =v9=0. 51 a,_1 = Up_1a + v,_1b et a, = u,a + v,b, on obtient

Ap+1 = Ap—-1 — ApQp
= Up_10 + Uy_1b — (upa + v,0)g,
= (Up-1 — @utn)a + (Vn_1 — o).
Ainsi Uy = Up_1 — @uly €6 Vpi1 = Uy 1 — @uU,. On itére.

Exemple 5.26. Calculer 597 A 322, ainsi que des coefficients de Bézout.

nN|ap—1 = Qpn X @n + Apt1 U, Up,
0 597 322 1 0
1| 597 = 322 x 1 4+ 275 0 1
2| 322 = 275 x 1 + 47 1 —1
3| 275 = 47 x 5 + 40| -1 2
4 AT = 40 x 1 + 7 6| —11
5) 40 = 7 x 5 + o —7 13
6 7= 5 x 1+ 2 41| —76
7 5 = 2 X 2 4+ 1| —48 89
8 2 = 1 x 2 + 0] 137| —254

Ainsi 597 A 322 = 1 = 597 x 137 — 322 x 254.
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Définition 5.27. Un anneau est noetherien s’'il n’y a pas de chaine Iy < [} < I < - -+
infinie strictement croissante d’idéaux a gauche ou a droite.

Proposition 5.28. Un anneau est noethérien si et seulement si tout z'déaclfz gauche) ou
[d dmita est finiment engendré (c’est-a-dire engendré par un nombre fini d’éléments).

Démonstration. Supposons que A est noethérien, mais que / < A est un 1déal a gauche
qui n’est pas finiment engendré. Supposons qu’on a trouvé ai,...,a, € I tel que
(a1) < (aj,a2) < -+ < (ay,...,a,) (pour n = 0 Phypothése est vide). Puisque [
n'est pas finiment engendré, on a (ay,...,a,) < I etily a a,yq € I\ (ag,...,a,).
Alors (ay,...,a,) < (a1,...,an,ay41). Ainsi on trouve une chaine infinie strictement
croissante d’idéaux a gauches, une contradiction. Donc tout idéal & gauche de A est
finiment engendré. Par symétrie, tout idéal a droite est aussi finiment engendré.

Réciproquement, supposons que tout idéal a gauche ou a droite est finiment engendré
Soit Iy < I} < --- < A est une chaine infinie strictement croissante d’idéaux & gauche.
Alors I = |J,,cn In est un idéal & gauche dans A, donc engendré par un nombre fini
d’éléments ay,...,ay € I. Or, I = J, oy In; il y a donc ng € N tel que ay, ..., a5 € Ip,.
Alors I = (a1,...,a;) < I, < I,,41 < I, une contradiction. Par symétrie, il n’y
a pas de chaine infinie strictement croissante d’idéaux & droite non plus, et A est
noethérien. U

Corollaire 5.29. Un anneau principal est noethérien. (I
W'Qﬂ@ﬂ:{«ﬁq A_—:{O.o‘f’a X+ ~od )(4 deIN  ace Z} C@C’Q Adm — SRR
6 Anneaux factoriels (X x% ..., x, . D% eA(' paoo(&()pc %w'
n!

JZ")‘

Définition 6.1. Un anneau intégre unitaire est factorel ST tout dlément @ € A Ton- (éco)

inversible se factorise comme produit d’éléments irréductibles, et que cette factorisation
est unique a association et permutation pres.

Cela veut dire que si a € A* est non-inversible il y a n unique, des irréductibles
P1s---,0n € A tel que a = pips---pPp, €t si q1,...,¢n € A sont irréductibles avec
a=qiq2- - qm alors n = m et il y a une permutation o de [1,n] tel que p; et go(;) sont
assoQiés pour tout i =1,...,n.

Exe le 6.2. Z ] est un anneau factoriel qui n’est pas principal.
(pon vx. ol (2,X) ﬂu[jﬂaa/ruhoc
La demonstratlon se fera dans le prochain chapitre.

Lemme 6.3. Dans un anneau intégre unitaire noethérien, tout élément non-nul non-
wnversible se factorise comme produit d’éléments irréductibles.

Démonstration. Soit a € A* non-inversible, et supposons que ag ne se factorise pas
comme produit d’éléments irréductibles. En particulier ag n’est pas irréductible, et il y
a b,c € A non-inversibles avec a = be. Alors a est associé ni & b ni & ¢. Donc soit a soit b
ne se factorise pas comme produit d’irréductibles, et il y a a; € {b, ¢} avec (ag) < (ay)
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(on ne peut pas avoir égalité, car sinon ag et a; seraient associés). On itére avec a; a
la place de ag, et on obtient une chaine infinie strictement croissante d’idéaux, ce qui
contredit la noethérianité. O

Proposition 6.4. Dans un anneau factoriel, un élément est irréductible si et seulement
s’il est premier.

Démonstration. On sait déja que premier implique irréductible dans un anneau intégre
unitaire. Soit p € A irréductible, et b,c € A tel que p | be. Il y a donc a € A avec
ap = bc. Soient a = py--pn, b=q1---qn et ¢ = ry-- -1 les factorisations de a, b et
c en facteurs irréductibles. Alors ppy---p, = q1 - @71 - - - 7 sont deux factorisations
de ap = be en facteurs irréductibles. Par unicité il y a soit i € [1,m] avec p associé a
¢i, et p | b, soit j € [1, k] avec p associé a r;, et p | c. Ainsi p est premier. O

Proposition 6.5. Un anneau intégre unitaire A est factoriel si et seulement si tout
élément a € A* non-inversible se factorise comme produit d’éléments premiers.

Démonstration. Soit A factoriel. Alors tout élément non-nul non-inversible se factorise
comme produit d’éléments irréductibles, qui sont premiers d’aprés la proposition 6.4.
Réciproquement, supposons que tout élément a € A* non-inversible se factorise comme
produit d’éléments premiers. Puisque un élément premier est irréductible, a se factorise
comme produit d’éléments irréductibles. Supposons donc que

a=pi1p2---Pn = (192" Qdm

pour des éléments premiers pq,...,p, et des éléments irréductibles ¢1, ..., ¢,. On fait
une récurrence sur n.

Initialisation. Sin = 1, alors a = p; = q1 + - - ¢, Puisque py est premier, ily ai € [1,m]
tel que p; divise ¢;. Il y a donc b € A avec p1b = ¢;. Donc p; = b"'¢; = q1 -+ q,,. Par
simplification on a b= = ¢ - - ¢;_1Gi+1 - - ¢m, ce qui implique que g; est inversible pour
j # 1. Or, un élément irréductible n’est pas inversible. On a donc m = 1 et p; = ¢; = a.
Hypothese. On suppose qu'un produit de n — 1 éléments premiers a une unique facto-
risation en irréductibles.

Hérédité. On a a = pip2--Pn = q1q2 - - ¢m comme ci-dessus. Alors p, | ¢1g2 - G ;
puisque p,, est premier il y a i € [1,n] tel que p, | ¢;, et il y a b € A avec p,b = ¢;;
puisque g; est irréductible et p; non-inversible, b est inversible et p,, est associé a ¢; ;
quitte & permuter les ¢; on peut supposer i = m. Alors p; -+ pp_1 = q1 - - Gm_1b"" avec

Qs - Gm—2, Gm—1b" " irréductibles. Par hypothése de récurrence n —1=m—1etily a
une permutation o de [1,n — 1] tel que p; est associé & g,y pour i = 1,...,n—1 (étre
associé & ¢,_1 est la méme chose qu’étre associé a ¢,,_1b~'). Donc la factorisation de
a en éléments irréductibles est unique. O
Corollaire 6.6. Un anneau principal est factoriel. /

Démonstration. Un anneau principal est euclidien, et chaque élément non-nul non-
inversible s’écrit donc comme produit d’irréductibles. Or, dans un anneau principal un
élément irréductible est premier. On termine avec la proposition 6.5. O
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Soit A un anneau factoriel, et P un systéme de représentants pour les classes d’asso-
ciation des éléments premiers. Cela signifie que tout élément premier est associé a un
unique élément de P.

Lemme 6.7. Tout a € A* s’écrit de maniére unique comme a = queP p"r, avec u
inversible et n, € N pour tout p € P, et tous nuls sauf un nombre fini.,

Démonstration. On considére une factorisation a = ¢; - - - ¢, de a en facteurs premiers.
Alors pour tout i € [1,n] il y a p; € P associé a ¢;, et donc u; € A avec ¢; = p;u;.
Ainsi a = uy - uppy - Pp; ON PoSe u = uy - - - U, et regroupe les p; identiques, ce qui
nous donne la factorisation a = u[[ cp p" souhaité. L'unicité suit de la factorisation
unique. Ol

Proposition 6.8. Soit a = quepp"P et b = UHpepme avec u,v € A*. Alors a | b
si et seulement si n, < m, pour tout p € P.

Démonstration. Si n, < m, pour tout p € P, alors ¢ = HpE'P pTrT™ € A et b =
vu~tac. Donc a | b.

Réciproquement, supposons que a | b. Alors il y a ¢ € A tel que ac = b. Soit ¢ =
w Hpep p*» la factorisation de ¢, avec w € A*. Donc

vamp :b:aC:qunpprkp :upran’_kp,
peP pEP pEP peEP

I'unicité donne v = uw et m, = n, + k, > n, pour tout p € P. O

Définition 6.9. Soit a = u[[ pp™ et b = v[[,cpp™ avec u,v € A*. Soit k, =
min{n,, m,} et £, = max{n,, m,}. On pose

pged(a,b) =aANb= Hpkp et ppem{a,b} =aVb= szp.

peP peP
Lemme 6.10. Soient a,b,c € A*. Alors

claetc|bscland,
alcetb|lcesaVvb]e

De plus, (a Ab) (aV b) est associé a ab.

Démonstration. Les équivalences sont conséquence de la proposition 6.8. Le dernier
énoncé est un simple calcul, en utilisant min{m, n} + max{m,n} = m + n. O

Un anneau factoriel permet donc un plus grand commun diviseur et un plus petit
commun multiple, avec les propriétés habituels. Cependant, il satisfait une identité de
Bézout si et seulement s’il est principal.
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