
Chapitre 14

Introduction aux espaces de Hilbert

14.0 Aperçu

Dans ce mini-chapitre, marginal par rapport au sujet principal du cours, nous
présentons quelques propriétés basiques des espaces de Hilbert, c’est-à-dire des es-
paces de Banach H dont la norme || || est induite par un produit scalaire ă ,ą.
Pour simplier la lecture, nous considérons systématiquement un espace de Hil-
bert réel ; le passage aux espaces complexes n’apporte pas de difculté supplé-
mentaire.

En dimension nie, les objets fondamentaux qui permettent de mener des
calculs explicites (projection orthogonale sur un sous-espace, calcul de l’adjoint,
diagonalisation des opérateurs auto-adjoints, ...) sont les bases orthonormées. Le
passage aux espaces de dimension (algébrique) innie pose de nombreux pro-
blèmes : par exemple, un opérateur auto-adjoint n’est plus nécessairement dia-
gonalisable. Nous établissons ici trois résultats fondamentaux qui ne nous dé-
paysent pas trop et sont des pendants « innis » de résultats rencontrés en di-
mension nie :

1. L’existence de la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel fermé de
H (ou, plus généralement, sur une partie convexe fermée non-vide de H) ;

2. L’existence d’une base hilbertienne (l’analogue d’une base orthonormée en
dimension innie) dans les espaces séparables ;

3. La caractérisation des formes linéaires et continues sur H (théorème de Riesz
14.19).

Compétences minimales attendues.

a) Savoir utiliser l’inégalité de Bessel et l’égalité de Parseval.

b) Savoir étudier et manipuler des séries orthogonales.

c) Savoir utiliser les propriétés de l’orthogonal.

d) Savoir utiliser le théorème de Riesz 14.19. ˛
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14.1 Projection sur un convexe fermé

.

14.1 Proposition. Soit C une partie convexe, fermée et non-vide de H . Pour
tout x P H , il existe un et un seul y P C tel que

||x´ y|| ĺ ||x´ z||, @ z P C. (14.1)

14.2 Dénition. Le point y ci-dessus est la projection orthogonale de x sur C, et
on note y “ pCpxq.

La résultat suivant donne une caractérisation utile de la projection orthogo-
nale.

14.3 Proposition. Avec x, C comme ci-dessus, nous avons

y “ pCpxq ðñ ry P C et ă x´ y, z ´ y ąĺ 0, @ z P Cs. (14.2)

Dans le cas particulier d’un sous-espace vectoriel fermé F de H , nous
avons

y “ pF pxq ðñ ry P F et ă x´ y, w ą“ 0, @w P F s. (14.3)

14.4 Dénition. Soit F une partie non-vide de H . L’orthogonal de F est

FK :“ ty P H ; ă x, y ą“ 0, @ x P F u. (14.4)

On vérie aisément que FK est un sous-espace vectoriel fermé deH (exercice 14.9
a)).

14.5 Théorème. Soit F un sous-espace fermé de H . Alors F ‘ FK “ H .

14.6 Corollaire. a) Si F est un sous-espace fermé de H ,
`

FK
˘K

“ F .

b) Si A est une partie non-vide de H ,
`

AK
˘K

“ Vect pAq. ˛

14.7 Corollaire. Soit F un sous-espace fermé non-nul de H . Alors pF est un pro-
jecteur linéaire continu de norme 1. ˛

Exercices

Cet exercice prépare la preuve de la proposition 14.3.
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14.8 Exercice. Soit f : r0, 1s Ñ R une fonction convexe dérivable. Montrer l’équivalence
des propriétés suivantes :

1. 0 est un point de minimum de f .

2. f 1p0q ľ 0. ˛

Cet exercice prépare la preuve du corollaire 14.6.

14.9 Exercice. Soit F une partie non-vide de H . Montrer que :

a) FK est un sous-espace vectoriel fermé de H .

b) Vect pF q
K
“ FK. ˛

Démonstrations

Démonstration de la proposition 14.1. Étape 1. Existence de la projection. Soit

d :“ dpx, Cq “ inft||x´ z|| ; z P Cu.

Soit pyjq Ă C telle que ||x´ yj || Ñ d. L’identité du parallélogramme donne (vérier)

||pyj ´ ykq{2||
2 “

1

2
||x´ yj ||

2 `
1

2
||x´ yk||

2 ´ ||x´ pyj ` ykq{2||
2
, @ j, k. (14.5)

C étant convexe, nous avons pyj`ykq{2 P C, @ j, k, d’où, en utilisant (14.5) et la dénition
de d,

||pyj ´ ykq{2||
2
ĺ

1

2
||x´ yj ||

2 `
1

2
||x´ yk||

2 ´ d Ñ 0 quand j, k Ñ 8. (14.6)

De (14.6), nous avons limj,kÑ8pyj ´ ykq “ 0, et donc pyjq est une suite de Cauchy de
C. H étant complet et C fermé, pyjq converge vers un y P C. Par ailleurs,

||x´ y|| “ lim
j

||x´ yj || “ d ĺ ||x´ z||, @ z P C,

et donc y a la propriété de l’énoncé.

Étape 2. Unicité de la projection. En admettant provisoirement la proposition 14.3, si y1, y2
sont comme dans l’énoncé, nous avons

ă x´ y1, y2 ´ y1 ąĺ 0,

ă x´ y2, y1 ´ y2 ąĺ 0.

En additionnant les deux inégalités, nous obtenons ||y2 ´ y1||
2
ĺ 0, d’où y1 “ y2. CQFD

Démonstration de la proposition 14.3. « ùñ » Soit z P C. Pour t P r0, 1s, nous avons p1´ tqy `
tz P C (par convexité de C) et donc (par dénition de la projection)

fptq :“ ||x´ p1´ tqy ´ tz||2 ľ ||x´ y||2 “ fp0q, @ t P r0, 1s. (14.7)

255



Introduction aux espaces de Hilbert 14.2 Bases hilbertiennes

f étant convexe et dérivable (justier), (14.7) équivaut à f 1p0q ľ 0 (voir l’exercice 14.8).
Or, f 1p0q “ 2 ă x´ y, y ´ z ą, d’où la conclusion.

« ðù » Avec les notations ci-dessus, nous avons f 1p0q ľ 0, et donc fp1q ľ fp0q, ce qui
revient à ||x´ z|| ľ ||x´ y||, @ z P C.

Le cas particulier d’un sous-espace. « ùñ » Soit w P F . En prenant, dans (14.2), z :“ y`w P
F , respectivement z :“ y ´ w P F , nous obtenons ă x ´ y, w ąĺ 0, respectivement
ă x´ y,´w ąĺ 0, d’où ă x´ y, w ą“ 0.

« ðù » Soit z P F . Alors ă x´ y, z ´ y ą“ 0, car z ´ y P F . CQFD

Démonstration du théorème 14.5. FK est un sous-espace vectoriel de H (exercice 14.9 a)). Par
ailleurs, si x P F XFK, alorsă x, x ą“ 0, et donc x “ 0. Enn, soient x P H et y :“ pF pxq.
La proposition 14.3 donne x´ y P FK, et donc x “ y ` px´ yq P F ` FK. CQFD

Démonstration du corollaire 14.6. a) FK est un sous-espace fermé deH (exercice 14.9 a)), d’où,

en appliquant deux fois le théorème 14.5, F ‘ FK “ H et FK ‘
`

FK
˘K

“ H . Par ailleurs,

nous avons clairement F Ă

`

FK
˘K

, d’où l’égalité F “
`

FK
˘K

.

b) L’exercice 14.9 b) donne AK “ Vect pAq
K
. Comme l’adhérence d’un sous-espace est

encore un sous-espace (justier), la partie a) du corollaire donne

`

AK
˘K

“
´

Vect pAq
K
¯K

“ Vect pAq. CQFD

Démonstration du corollaire 14.7. Soient x1, x2 P H , λ P R. Si x :“ x1 ` λx2 et y :“ pF px1q `
λpF px2q, alors x et y satisfont (14.3), et donc y “ pF pxq. Il s’ensuit que pF est linéaire.

Pour tout ensemble convexe, fermé et non-vide C, nous avons pCpxq “ x, @x P C,
d’où pC ˝ pC “ pC . Dans le cas particulier d’un sous-espace fermé F , nous obtenons que
pF est un projecteur (linéaire).

La décomposition orthogonale x “ pF pxq ` px ´ pF pxqq et le théorème de Pythagore
donnent

||pF pxq||
2 “ ||x||2 ´ ||x´ pF pxq||

2
ĺ ||x||2,

et donc pF est continu, de norme ĺ 1.

F étant non-nul, il existe x P F zt0u. Pour cet x, nous avons

||pF pxq|| “ ||x|| ĺ ||pF ||||x||,

d’où ||pF || ľ 1, et nalement ||pF || “ 1. CQFD

14.2 Bases hilbertiennes

Dans un espace de Hilbert de dimension algébrique innie, la notion « natu-
relle » de base orthonormée serait la suivante :
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a) pejqjPJ (avec J famille innie) est une base algébrique de H , c’est-à-dire
tout x P H s’écrit de manière unique sous la forme x “

ř

jPJ λjej , avec
un nombre ni de scalaires λj non-nuls (pour donner un sens à la somme).

b) La famille pejqjPJ est orthonormée, c’est-à-dire, pour j, k P J , ă ej , ek ą“ 0

si j ‰ k, respectivement ă ej , ej ą“ 1.

Il se trouve qu’aucun espace de Hilbert de dimension innie ne possède une base
orthonormée au sens de la dénition naïve ci-dessus (voir l’exercice 14.17). La
bonne dénition d’une base garde l’exigence b), mais remplace, dans la repré-
sentation a), la somme nie par une somme innie. An de simplier la com-
préhension, nous considérons le cas « le moins inni possible », celui des espaces
séparables, mais il faut garder à l’esprit que cette restriction n’est pas fondamen-
tale pour l’existence d’une base hilbertienne (en général, non-dénombrable).

14.10 Théorème. On supposeH séparable et de dimension innie. Alors il existe
une famille orthonormée penqnľ1 telle que

x “
ÿ

nľ1

ă x, en ą en, @ x P H. (14.8)

Ce résultat reste valable en supposant uniquement H pré-hilbertien, sépa-
rable et de dimension innie.

14.11 Dénition. Une suite penqnľ1 comme dans le théorème 14.2 est une base
hilbertienne de H .

14.12 Corollaire. Si penqnľ1 est une base hilbertienne de H , nous avons

||x||2 “
ÿ

nľ1

ă x, en ą
2, @ x P H (égalité de Parseval). (14.9)

En lien avec le corollaire 14.12, voir les exercices 14.14 et 14.15.

Le résultat suivant donne une dénition alternative d’une base hilbertienne.

14.13 Proposition. Une suite penqnľ1 est une base hilbertienne de H si et seule-
ment si :

(i) La suite est orthonormée.

(ii) L’espace vectoriel engendré par la suite est dense dans H .

De manière équivalente, penqnľ1 est une base hilbertienne deH si et seulement
si nous avons (i) et

(ii’) Si ă x, en ą“ 0, @n, alors x “ 0. ˛
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Exercices

14.14 Exercice. Soit pejqjľ1 une famille orthonormée. Soit pajqjľ1 Ă R. Montrer l’équiva-
lence

ÿ

jľ1

ajej converge ðñ
ÿ

jľ1

a2j ă 8.

En cas de convergence de la série, montrer que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ř

jľ1
ajej

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“
ř

jľ1
a2j . ˛

14.15 Exercice. (Voir la section 12.1) Soit pejq1ĺjăN Ă H (avec N “ 2, 3, . . . ,8) une suite
orthonormée d’une espace pré-hilbertien H . Montrer que

ÿ

1ĺjăN

ă x, ej ą
2
ĺ ||x||2, @x P H (inégalité de Bessel). ˛

14.16 Exercice. Avec les notations du chapitre 12, montrer que px ÞÑ eınxqnPZ est une base
hilbertienne de L2ps0, 2πrq. ˛

14.17 Exercice. Soit H un espace préhilbertien ayant une base algébrique orthonormée
innie B. Montrer que H n’est pas complet.
Indication : soit penqnľ1 Ă B une suite orthonormée. Soit xn :“

řn
j“1

p1{j2qej , @n ľ 1.
Montrer que la suite pxnqnľ1 est de Cauchy, mais ne converge pas. ˛

Cet exercice éclaire l’énoncé de la proposition 14.13.

14.18 Exercice. Soit F un sous-espace vectoriel deH . Montrer l’équivalence des proprié-
tés suivantes :

1. F est dense dans H .

2. FK “ t0u. ˛

Démonstrations

Démonstration du théorème 14.10. SoitA “ ta1, a2, . . . , ak, . . .u une partie dénombrable et dense
de H . Soit Ek :“ Vect pta1, . . . , akuq, @ k ľ 1. Nous avons E1 Ă E2 Ă . . . et dimEk`1 ´
dimEk ĺ 1, @ k ľ 1.

Étape 1. La suite pEkqkľ1 n’est pas stationnaire. En effet, sinon il existe k tel que Eℓ “ Ek,
@ ℓ ľ k, et dans ce cas tous les points de A appartiennent à Ek. Il ensuit que (justier)
H “ A Ă Ek “ Ek, impossible, car H est de dimension innie.

Étape 2. Construction par récurrence des vecteurs en, n ľ 1. Si Ek est le premier espace
non-nul, alors dimEk “ 1 et nous choisissons un vecteur normé e1 P Ek. En suppo-
sant construits e1, . . . , en qui forment une base orthonormée de Eℓ, nous considérons
le premier j ą ℓ tel que Ej ‰ Eℓ (un tel j existe, cf la première étape). Nous avons
dimEj ´dimEℓ “ 1. Nous pouvons donc compléter te1, . . . , enu à une base orthonormée
te1, . . . , en, en`1u de Ej . Notons que, grâce à l’étape 1 et par construction, penqnľ1 est une
suite (innie) orthonormée.
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Étape 3. Preuve de (14.8). Soient x P H et ε ą 0. Soit ak P A tel que

||x´ ak|| ă ε{2. (14.10)

Si n ľ k, nous avons ak P Vect pte1, . . . , enuq (justier), et donc

ak “
ÿ

1ĺjĺn

ă ak, ej ą, @n ľ k. (14.11)

En combinant (14.11) avec l’inégalité de Bessel (exercice 14.15) et (14.10), nous obtenons,
pour tout n ľ k,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

1ĺjĺn

ă x, ej ą ´x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĺ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

1ĺjĺn

ă x, ej ą ´ak

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` ||x´ ak||

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

1ĺjĺn

ă x´ ak, ej ą

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` ||x´ ak||

ăε{2` ε{2 “ ε,

d’où (14.8). CQFD

Preuve du corollaire 14.12. La continuité de la norme, (14.8) et le théorème de Pythagore donnent

||x||2 “ lim
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

1ĺjĺn

ă x, ej ą ej

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“ lim
n

ÿ

1ĺjĺn

ă x, ej ą
2“

ÿ

nľ1

ă x, en ą
2 . CQFD

Preuve de la proposition 14.13. Soit penqnľ1 Ă H une suite orthonormée. Soit

G :“ Vect pten ; n ľ 1uq.

« (14.8) ùñ (ii) » Si x P H , alors yn :“
ř

1ĺjĺn ă x, ej ą ej P G, @n ľ 1, et yn Ñ x, d’où

x P G, ce qui implique G “ H .

« (ii) ùñ (ii’) » L’exercice 14.9 b), (ii) et le théorème 14.5 donnent

ră x, en ą“ 0, @n ľ 1s ðñ x P ten ; n ľ 1uK ðñ x P G
K

ðñ x P HK “ t0u

ðñ x “ 0.

« (ii’) ùñ (14.8) » L’inégalité de Bessel (exercice 14.15) et l’exercice 14.14 implique l’exis-
tence de

y :“
ÿ

nľ1

ă x, en ą en “ lim
k

ÿ

1ĺjĺk

ă x, ej ą ej

loooooooooomoooooooooon

:“yk

. (14.12)

Si k ľ n, nous avons ă yk, en ą“ă x, en ą, d’où

ă x´ y, en ą“ lim
k

ă x´ yk, en ą“ lim
k

0 “ 0, @n ľ 1. (14.13)

De (14.13) et (ii’), nous trouvons que x “ y. Nous concluons grâce à (14.12). CQFD
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14.3 Théorème de représentation de Riesz

14.19 Théorème. (Théorème de Riesz) Soit φ : H Ñ R une application linéaire
et continue. Alors il existe a P H tel que

φpxq “ă x, a ą, @ x P H. (14.14)

Et réciproquement.

De plus, nous avons

||φ|| “ ||a||. (14.15)

Exercices

14.20 Exercice. Montrer que

||x|| “ maxtă x, y ą ; y P H, ||y|| ĺ 1u, @x P H. ˛

Démonstrations

Démonstration du théorème 14.19. Étape 1. Existence de a et preuve de (14.15). Si φ “ 0, a “ 0

convient. Si φ ‰ 0, soit F :“ Kerφ “ φ´1pt0uq, qui est un sous-espace fermé de H

(justier). Soit b P H tel que φpbq “ 1 (justier l’existence d’un tel b). Soient c :“ pF pbq
et d :“ b ´ c ‰ 0. Notons que φpdq “ φpbq “ 1 et φpx ´ φpxqdq “ 0, @x P H (et donc
x´ φpxqd P F , @x P H). Si x P H , nous avons (grâce à (14.3))

ă x, d ą“ă x´ φpxqd
loooomoooon

PF

, d
loomoon

“b´pF pbq

ą ` ă φpxqd, d ą“ φpxq||d||2,

et donc a :“ d{||d||2 convient.

L’égalité (14.15) suit de l’exercice 14.20.

Étape 2. Assertion réciproque. Clairement, H Q x ÞÑă x, a ą est linéaire et, de l’exercice
14.20, continue de norme ||a||. CQFD

14.4 Pour aller plus loin

L’étude des espaces de Hilbert sera poursuivie dans l’UE d’Analyse fonction-
nelle en master 1. Une excellente référence est Brezis [5].

Les bases hilbertiennes jouent un rôle important dans l’analyse des espaces de
Hilbert et au-delà (analyse numérique, étude des espaces Lp et d’autres espaces
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