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11.2 Régularisation

Dans cette partie, nous travaillons dans R
n muni de la norme euclidienne

usuelle, désignée par « | | ». † Les intégrales s’entendent par rapport à la mesure
de Lebesgue.

Rappelons le résultat suivant de calcul différentiel.

11.4 Lemme. Il existe une fonction ζ P C8pRn,Rq, non identiquement nulle, telle
que :

i) 0 ĺ ζ ĺ 1 si |x| ă 1.
ii) ζpxq “ 0 si |x| ľ 1.‡ ˛

La fonction ζ est alors intégrable d’intégrale strictement positive (justier). En
divisant ζ par son intégrale, nous obtenons ainsi l’existence d’un noyau régulari-
sant. Les noyaux régularisants jouent un rôle fondamental dans l’approximation
d’une fonction par des fonctions lisses.

11.5 Dénition (Noyau régularisant). Un noyau régularisant est une fonction
ρ P C8pRn,Rq telle que il existe 0 ă R ă 8 tel que

i) ρpxq ľ 0 si |x| ă R.
ii) ρpxq “ 0 si |x| ľ R.

iii)
ż

Rn

ρpxq dx “ 1.

Si, de plus, R “ 1, alors ρ est un noyau régularisant standard.

Une autre classe de fonctions d’intérêt dans les procédures de régularisation
est Ck

c pΩq.

11.6 Dénition. Si k P NY t8u et Ω est un ouvert de Rn,

Ck
c pΩq :“ tφ P CkpΩ,Rq ; il existe un compact K Ă Ω

tel que φpxq “ 0, @ x P ΩzKu.

Le résultat suivant montre que la convolution avec des fonctions de Ck
c pR

nq
« lisse » les fonctions et donne une formule très importante, (11.8).

†. Donc |x| “ }x}2, @x P R
n.

‡. Voici un exemple explicite de telle fonction (dont nous ne vérierons pas ici les propriétés).

ζpxq :“

#

e´1{p1´|x|2q, si |x| ă 1

0, si |x| ľ 1
.
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11.7 Proposition. Soient 1 ĺ p ĺ 8 et k P NY t8u.

Soient f P L ppRnq et φ P Ck
c pR

nq. Nous avons :

a) f ˚ φ est déni en tout point.
b) f ˚ φ P Ck.
c) Pour toute dérivée partielle Bα d’ordre ĺ k,

Bαpf ˚ φq “ f ˚ pBαφq. (11.8)

La notation suivante est dans l’esprit de (11.4).

11.8 Notation. Si ρ : Rn Ñ R, nous posons

ρεpxq :“
1

εn
ρpx{εq, @ ε ą 0, @x P R

n. ˛ (11.9)

Le résultat suivant est le résultat central de ce chapitre.

11.9 Théorème. Soit ρ un noyau régularisant. Soit 1 ĺ p ă 8. Nous avons

f ˚ ρε Ñ f dans L ppRnq quand ε Ñ 0, @ f P L
ppRnq. (11.10)

En particulier, C8pRnq XL ppRnq est dense dans L ppRnq.

De même, C8pRnq X LppRnq est dense dans LppRnq.

11.10 Remarque. Notez l’ambiguïté de la formulation de la dernière partie du théorème.
Au sens strict du terme, C8 X Lp n’a pas de sens, car Lp contient des classes et C8 des
fonctions. Le sens de l’énoncé est le suivant : pour tout f P Lp, il existe une suite pfjqj
telle que :

a) fj P C8 XL p, @ j.
b) Pour tout représentant g P L p de f , fj Ñ g dans L p.

Une formulation équivalente est que, avec fj comme ci-dessus, la classe rfjs P Lp de
fj vérie rfjs Ñ f dans Lp. ˛

Une conséquence facile du théorème 11.9 est le résultat suivant.

11.11 Théorème. Soient 1 ĺ p ă 8 et Ω Ă R
n un ouvert. Alors C8

c pΩq est
dense dans L ppΩq.

De même, C8
c pΩq est dense dans LppΩq.

11.12 Remarque. Le théorème 11.11 est à la base de la stratégie la plus utilisée
pour montrer des propriétés de toutes les fonctions de l’espace L ppΩq, avec
1 ĺ p ă 8 et Ω ouvert de Rn :

1. Établir la propriété pour les fonctions f P C8
c pΩq.
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2. Montrer que l’ensemble des fonctions de L ppΩq qui ont la propriété étu-
diée est un fermé.

Nous illustrerons cette démarche dans la section 11.3 (preuve des propositions
11.21, 11.24 et du théorème 11.27).

Exercices

Voici quelques propriétés fondamentales de ρε, avec ρ noyau régularisant stan-
dard.

11.13 Exercice. Soit ρ un noyau régularisant standard. Montrer, pour tout ε ą 0 :

a) ρεpxq ľ 0 si |x| ă ε.
b) ρεpxq “ 0 si |x| ľ ε.

c)
ż

ρε “ 1. ˛

Cet exercice est un complément de la proposition 11.7. Cette fois-ci, c’est f qui
est supposée de classe Ck.

11.14 Exercice. Soient f P CkpRnq et φ P CcpR
nq. Nous avons :

a) f ˚ φ est déni en tout point.
b) f ˚ φ P Ck.
c) Pour toute dérivée partielle Bα d’ordre ĺ k,

Bαpf ˚ φq “ pBαfq ˚ φ. (11.11)

d) Si f est un polynôme † (de n variables) de degré ĺ m, alors f ˚ φ est un polynôme de
degré ĺ m. ˛

L’exercice suivant, dans l’esprit de l’exercice 4.32, sera utilisé dans la preuve
du théorème 11.9.

11.15 Exercice. Soit K Ă R
n un compact. Pour j P N

˚, soit

Kj :“ tx P R
n ; distpx,Kq ĺ 1{ju.

Alors Kj est un compact, @ j, et Kj Œ K. ˛

L’exercice qui suit sera utilisé dans la preuve du théorème 11.11.

11.16 Exercice. Soit Ω un ouvert de Rn (muni d’une norme). Pour j P N
˚, soit

Kj :“ tx P R
n ; }x} ĺ j, distpx, U cq ľ 1{ju.

Alors Kj est un compact, @ j, et Kj Õ U . ˛

†. Ou plutôt une fonction polynômiale.
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L’exercice suivant montre que la procédure d’approximation de la preuve du
théorème 11.11 permet d’approximer une fonction dans plusieurs espaces L p à
la fois.

11.17 Exercice. Soient 1 ĺ p1, . . . , pk ă 8. Soit f P L p1pΩq X . . .XL pkpΩq. Montrer qu’il
existe une suite pφjqj Ă C8

c pΩq telle que φj Ñ f dans L pipΩq, i “ 1, . . . , k. ˛

11.18 Exercice. En prenant n “ 1 et f :“ χr0,8r, montrer que les théorèmes 11.9 et 11.11
et le lemme 11.19 sont faux si p “ 8. ˛

Démonstrations

Démonstration de la proposition 11.7. Rappelons le résultat suivant : une fonction continue sur
R
n qui s’annule en dehors d’un compact est bornée.

Étape 1. Existence de f ˚ Bαφ si Bα est d’ordre ĺ k. Soit R ă 8 tel que φpxq “ 0, @ |x| ľ R.
Soit Bα une dérivée partielle d’ordreĺ k. Alors Bαφ est continue et s’annule en dehors de
Bp0, Rq (justier), donc il existe une constante nie Cα telle que |Bαφpxq| ĺ Cα, @x P R

n.

Soit q le conjugué de p. De ce qui précède, Bαφ P L q (justier), et donc f ˚ Bαφ est
déni en tout point (théorème 11.2 c)).

Étape 2. f ˚ φ est continue. Soit hpy, xq :“ fpyqφpx´ yq, x, y P R
n, de sorte que f ˚ φpxq “

ż

hpy, xq dy. Nous appliquons le théorème 7.10. La continuité par rapport au paramètre x

étant claire, il faut obtenir la majoration exigée par le (i2) du théorème. Soit x P R
n. Alors

φpz´ yq “ 0 si |x´ z| ĺ 1 et |y| ľ r :“ R` |x| ` 1, car dans ce cas nous avons |z´ y| ľ R

(justier). Il s’ensuit que

f ˚ φpzq “

ż

Bp0,rq
hpy, zq dy, @ z P Bpx, 1q.

De ce qui précède, nous avons la majoration

|hpy, zq| ĺ gpyq :“ C0 |fpyq|χBp0,rqpyq, @ z P Bpx, 1q.

Pour conclure, il suft de noter que g est intégrable, car, par l’inégalité de Hölder, si q
est le conjugué de p alors

}g}L1 ĺ C0 }f}Lp }χBp0,rq}Lq “ C }f}Lp (avec C “ Cprq ă 8).

La continuité de f ˚ Bαφ (avec Bα dérivée partielle d’ordre ĺ k) se montre de la même
manière.

Étape 3. Preuve de Bjpf ˚φq “ f ˚ pBjφq. Le raisonnement est analogue à celui de l’étape 2 ;
on utilise le théorème 7.14 au lieu du théorème 7.10 (vérier). Par récurrence sur l’ordre
de différentiation, ceci permet d’établir c) pour tous les α concernés.

Pour conclure, f ˚φ a, jusqu’à l’ordre k, des dérivées partielles continues qui vérient
c). Elle est donc de classe Ck et a les propriétés a)–c). La preuve est complète. CQFD
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L’ingrédient clé de la preuve du théorème 11.9 est le lemme suivant.

11.19 Lemme. Soit 1 ĺ p ă 8. Soient f P L ppRnq et δ ą 0.

Alors il existe une fonction étagée de la forme g “
ř

j aj χKj
, avecKj compact,

@ j, telle que }f ´ g}Lp ă δ.

De manière équivalente, l’espace vectoriel engendré par les fonctions χK , avec
K Ă R

n compact, est dense dans L ppRnq.† ˛

Démonstration du lemme 11.19. Nous pouvons supposer f borélienne (justier). Soit pfkqk une
suite de fonctions boréliennes étagées telle que sgn fk “ sgn f , @ k, fk Ñ f et |fk| Õ |f |
(l’existence d’une telle suite découle de la preuve du théorème 3.5). Par convergence do-
minée, nous avons }fk ´ f}Lp Ñ 0 ; par ailleurs, fk P L p, @ k (justier).

Chaque fk étant une somme nie de la forme
ř

j aj χAj
, avec Aj borélien et νnpAjq ă

8 (la dernière propriété découlant de fk P L p ; justier), il suft de montrer la conclusion
du lemme si f “ χA, avec A borélien de mesure de Lebesgue nie (détailler). Dans ce
cas, rappelons que pour tout ε ą 0 il existe un compact K Ă R

n tel que l’on ait K Ă A et
νnpAzKq ă ε (corollaire 4.27).

Nous obtenons }χA ´ χK}Lp “ }χAzK}Lp “ pνnpAzKqq1{p ă ε1{p. ε étant arbitraire,
nous obtenons le résultat désiré de densité. CQFD

Démonstration du théorème 11.9. Nous considérons uniquement un noyau régularisant stan-
dard ; le cas d’un noyau régularisant général est analogue.

Pour la deuxième partie du théorème, il suft de noter que f ˚ ρε P C8pRnq (proposi-
tion 11.7) et d’appliquer (11.10).

Soit

X :“ tf P L
ppRnq ; f ˚ ρε Ñ f dans L ppRnq quand ε Ñ 0u. (11.12)

Par linéarité du produit de convolution par rapport au premier argument, X est un
sous-espace vectoriel de L p.

Étape 1. X est fermé dans L p. Soit pfjqj Ă X avec fj Ñ f dans L p. Soit δ ą 0. Alors il
existe un j et un ε0 tels que }fj ´ f}Lp ă δ{3 et }fj ˚ ρε ´ fj}Lp ă δ{3, @ 0 ă ε ă ε0.
L’inégalité de Young et le fait que }ρε}L1 “ 1, @ ε (exercice 11.13) donnent

}f ˚ ρε ´ f}Lp ĺ }pf ´ fjq ˚ ρε}Lp ` }fj ˚ ρε ´ fj}Lp ` }fj ´ f}Lp

ĺ }f ´ fj}Lp ` }fj ˚ ρε ´ fj}Lp ` }fj ´ f}Lp ă δ, @ 0 ă ε ă ε0.

δ étant arbitraire, nous obtenons que f P X .

†. Par abus de langage, comme expliqué dans la remarque 11.10, la conclusion du lemme 11.19
est que les fonctions étagées de la forme g “

ř

j aj χKj
sont denses dans LppRnq. Par ailleurs, la

conclusion reste valable si nous remplaçons Rn par un ouvert de R
n ; ceci découle de la preuve

du lemme 11.19.
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Au vu du lemme 11.19 et de ce qui précède, an de conclure il suft de montrer

Étape 2. Pour tout compact K Ă R
n, nous avons χK P X . Soit K un compact de Rn et δ ą 0.

Posons, pour j ľ 1,

Kj :“ tx P R
n ; dist px,Kq ĺ 1{ju “ YxPKBpx, 1{jq (11.13)

(justier la deuxième égalité en utilisant le fait que, si F Ă R
n est fermé et y P R

n, alors il
existe x P F tel que distpy, F q “ |y ´ x|).

L’ensemble Kj est compact, @ j, et nous avons Kj Œ K (exercice 11.15). Comme
νnpK1q ă 8, le théorème de la suite décroissante implique l’existence d’un j tel que
νnpKjzKq ă δ (justier).

Posons ε0 :“ 1{j. Soit 0 ă ε ă ε0. Notons les faits suivants (évidents sur un dessin ;
les justier en utilisant la deuxième égalité dans (11.13)) :

si x P K et y P Bp0, εq, alors x´ y P Kj , et donc χKj
px´ yq “ 1 ; (11.14)

si x R Kj et y P Bp0, εq, alors x´ y R K, et donc χKpx´ yq “ 0. (11.15)

Il s’ensuit de (11.14) que

x P K ùñ χKj
˚ ρεpxq “

ż

Bp0,εq
χKj

px´ yq ρεpyq dy “

ż

Bp0,εq
ρεpyq dy,

“1 “ χKpxq,

d’où

x P K ùñ χKpxq ´ χK ˚ ρεpxq “ pχKj
´ χKq ˚ ρεpxq “ χKjzK ˚ ρεpxq. (11.16)

De même, (11.15) donne (vérier)

x R Kj ùñ χKpxq ´ χK ˚ ρεpxq “ 0. (11.17)

Par ailleurs, pour tout point x P R
n nous avons (vérier) 0 ĺ χK ˚ ρεpxq ĺ 1, d’où

x P KjzK ùñ |χKpxq ´ χK ˚ ρεpxq| “ χK ˚ ρεpxq ĺ 1. (11.18)

En combinant (11.16)–(11.18), nous obtenons

|χK ´ χK ˚ ρε| ĺ χKjzK ˚ ρε ` χKjzK , @ 0 ă ε ă ε0. (11.19)

L’inégalité (11.19) et celles de Minkowski et Young donnent (détailler) :

}χK ´ χK ˚ ρε}Lp ĺ }χKjzK ˚ ρε}Lp ` }χKjzK}Lp

ĺ }χKjzK}Lp }ρε}L1 ` }χKjzK}Lp “ 2 }χKjzK}Lp

“ 2 pνnpKjzKqq1{p ă 2 δ1{p, @ 0 ă ε ă ε0.

(11.20)

δ ą 0 étant arbitraire, nous obtenons (11.10) pour f “ χK . CQFD
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En examinant la preuve de (11.19), nous déduisons le résultat suivant.

11.20 Lemme (Existence de fonctions plateau ; lemme d’Urysohn). Soient

K Ă U Ă R
n, avec K compact et U ouvert.

Il existe une fonction φ P C8
c pUq telle que :

i) 0 ĺ φ ĺ 1 sur U .
ii) φ “ 1 sur K. ˛

Démonstration du lemme 11.20. Soit ε0 :“ dist pK,U cq, de sorte que ε0 ą 0 (pourquoi?).

Soit 0 ă ε ă ε0{2. Posons

L :“ tx P R
n ; distpx,Kq ĺ εu, M :“ tx P R

n ; distpx,Kq ĺ 2εu.

Alors K Ă L Ă M Ă U et M est un compact (vérier). Soit ρ un noyau régularisant
standard. La preuve de (11.19) implique que φ :“ χL ˚ρε a toutes les propriétés requises ;
en particulier, φpxq “ 0 si x R M , et donc φ P C8

c pUq. CQFD

Démonstration du théorème 11.11. Soit f P L ppΩq. Soit f le prolongement de f avec la valeur
0 à R

nzΩ, de sorte que f P L ppRnq. Soient ε ą 0 et g P C8pRnq X L ppRnq telle que
}f ´ g}LppRnq ă ε{2 ; l’existence de g suit du théorème 11.9.

Soit g la restriction de g à Ω. Nous avons g P C8pΩq XL ppΩq et (justier)

}f ´ g}LppΩq ĺ }f ´ g}LppRnq ă ε{2.

Il reste à trouver h P C8
c pΩq telle que }g ´ h}LppΩq ă ε{2.

Rappelons le résultat suivant de topologie : il existe une suite pKjqjľ1 de compacts
telle que Kj Õ Ω (voir l’exercice 11.16).

Soit, comme dans le lemme 11.20, φj P C8
c pΩq telle que 0 ĺ φj ĺ 1 et φj “ 1 sur Kj .

Nous avons φj Ñ 1 simplement dans Ω (justier). Comme |g φj ´ g| ĺ |g| et g φj Ñ g

simplement, nous obtenons par convergence dominée que }g φj ´ g}LppΩq Ñ 0. Pour j
sufsamment grand, h :“ g φj convient. CQFD

11.3 Pour aller plus loin

Si 1 ĺ p ă 8, nous savons (théorème 11.11) que C8
c pΩq est dense dansL ppΩq.

Ce résultat permet, dans certains cas, d’établir des propriétés de toutes les fonc-
tions f P L ppΩq en étudiant uniquement les fonctions de C8

c pΩq. Nous donnons
ici quelques exemples typiques.

11.21 Proposition. Soient p, q exposants conjugués. Si f P L ppRnq et g P L qpRnq,
alors f ˚ g P CpRnq. ˛
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Démonstration de la proposition 11.21. Nous avons soit p ă 8, soit q ă 8. Supposons par
exemple p ă 8.

Étape 1. Preuve si f P C8
c pRnq. Dans ce cas, la conclusion découle de la proposition 11.7.

Étape 2. Preuve si f P L ppRnq. Soit pfjqj Ă C8
c pRnq telle que fj Ñ f dans L p (l’existence

de la suite découle du théorème 11.11). Nous pouvons travailler avec un représentant de
f , encore noté f . Alors l’inégalité de Hölder donne

|fj ˚ gpxq ´ f ˚ gpxq| “ |pfj ´ fq ˚ gpxq| ĺ }fj ´ f}Lp }g}Lq Ñ 0 quand j Ñ 8.

Il s’ensuit que f ˚g est limite uniforme d’une suite de fonctions continues, donc conti-
nue. CQFD

11.22 Notation. Si f : Rn Ñ R, τhfpxq :“ fpx´ hq, @x, h P R
n. ˛

L’exercice suivant sera utilisé dans la preuve de la proposition 11.24.

11.23 Exercice. Si f „ g, alors τhf „ τhg, @h. ˛

11.24 Proposition (Continuité des translations dans Lp). Soit 1 ĺ p ă 8. Pour
tout f P L ppRnq, nous avons τhf Ñ f dans L ppRnq quand h Ñ 0.

De même dans LppRnq. ˛

Démonstration de la proposition 11.24. Compte tenu de l’exercice 11.23, il suft d’établir le ré-
sultat dans L ppRnq .

Étape 1. Preuve si f P C8
c pRnq. Soit R ă 8 tel que fpxq “ 0 si |x| ľ R. Soit h P R

n tel que
|h| ĺ 1. Si |x| ľ R` 1, alors τhfpxq “ 0 et fpxq “ 0 (vérier).

Par ailleurs, soit M :“ maxt|∇fpxq| ; x P R
nu ă 8 (justier la nitude de M ). Le

théorème des accroissements nis donne (vérier)

|τhfpxq ´ fpxq| ĺ M |h|, @x, h P R
n.

Il s’ensuit que, pour |h| ĺ 1, nous avons

}τhf ´ f}pLp “

ż

Bp0,R`1q
|τhfpxq ´ fpxq|p dx

ĺ Mp |h|p
ż

Bp0,R`1q
dx Ñ 0 quand h Ñ 0.

Étape 2. Preuve si f P L ppRnq. Soit ε ą 0. Soit g P C8
c pRnq telle que }f ´ g}Lp ă ε{3

(l’existence de g suit du théorème 11.11). Soit δ ą 0 tel que }τhg ´ g}Lp ă ε{3 si |h| ă δ

(l’existence de δ découle de la première étape).

En notant que }τhk}Lp “ }k}Lp , @ k P L ppRnq (vérier), nous obtenons, pour |h| ă δ :

}τhf ´ f}Lp ĺ }τhf ´ τhg}Lp ` }τhg ´ g}Lp ` }g ´ f}Lp

“ }τhpf ´ gq}Lp ` }τhg ´ g}Lp ` }g ´ f}Lp

“ }f ´ g}Lp ` }τhg ´ g}Lp ` }g ´ f}Lp ă ε.

210



Petru Mironescu Mesure, intégration, éléments d’analyse fonctionnelle

ε ą 0 étant arbitraire, nous obtenons la conclusion de la proposition. CQFD

Nous allons maintenant considérablement généraliser le résultat de conver-
gence (11.10), en affaiblissant les conditions sur (l’analogue de) ρε.

11.25 Dénition (Approximation de l’identité). Une approximation de l’identité est
une famille pζεqεą0 telle que :

i) ζε : Rn Ñ R est (Lebesgue) intégrable, @ ε ą 0.

ii)
ż

ζε “ 1, @ ε ą 0.

iii) Il existe une constante M ă 8 telle que
ż

|ζε| ĺ M , @ ε ą 0.

iv) Pour tout δ ą 0, limεÑ0

ż

RnzBp0,δq

|ζε| “ 0.

Dénition analogue lorsqu’il s’agit d’une suite pζjqjľ1. ˛

Un exemple fondamental d’approximation de l’identité est donné par le ré-
sultat suivant.

11.26 Proposition. Soit ρ P L 1pRnq telle que
ż

ρ “ 1. Soit, comme dans (11.9),

ρεpxq :“
1

εn
ρpx{εq, @ x P R

n, @ ε ą 0.

Alors pρεqεą0 est une approximation de l’identité.

En particulier, cette proposition s’applique lorsque ρ est un noyau régulari-
sant. ˛

Démonstration.

i) + ii) + iii) Nous avons

ż

ρε “

ż

ρ “ 1 et

ż

|ρε| “

ż

|ρ| :“ M ă 8 (vérier), de sorte que

i)–iii) sont satisfaites.

iv) Soit δ ą 0.Nous avons (justier, enutilisant le changement linéaire de variablesΦpyq :“ ε y)

ż

RnzBp0,δq
|ρεpxq| dx “

ż

RnzBp0,δ{εq
|ρpyq| dy Ñ 0 quand ε Ñ 0,

la dernière conclusion étant une conséquence du théorème de convergence dominée (justi-

er). CQFD

Le résultat suivant généralise le théorème 11.9.
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11.27 Théorème. Soit 1 ĺ p ă 8. Soit pζεqεą0 une approximation de l’identité.

Pour tout f P L ppRnq nous avons f ˚ ζε Ñ f dans L ppRnq quand ε Ñ 0.

De même pour une suite pζjqjľ1.

De même dans LppRnq. ˛

Démonstration. Étape 1. Preuve quand f P C8
c pRnq. Pour les besoins des résultats à venir, nous

allons estimer la diférence f ˚ ζε ´ f lorsque f a la propriété plus faible f P CcpR
nq. Rappelons

qu’une telle fonction f est uniformément continue surRn.

Donné ξ ą 0, soit 0 ă δ ă 1 tel que

r@x, x1 P R
n, |x´ x1| ă δs ùñ |fpxq ´ fpx1q| ă ξ.

Soit C ă 8 tel que |fpxq| ĺ C, @x P R
n (justier l’existence de C). Enn, soitR ă 8 tel que

fpxq “ 0 si |x| ľ R.

Pour tout x P R
n, nous avons

|f ˚ ζεpxq ´ fpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

fpx´ yq ζεpyq dy ´ fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

pfpx´ yq ´ fpxqq ζεpyq dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĺ

ż

|fpx´ yq ´ fpxq| |ζεpyq| dy

“

ż

Bp0,δq
|fpx´ yq ´ fpxq| |ζεpyq| dy

`

ż

RnzBp0,δq
|fpx´ yq ´ fpxq| |ζεpyq| dy

ĺ ξ

ż

Bp0,δq
|ζεpyq| dy

`

ż

RnzBp0,δq
|fpx´ yq ´ fpxq| |ζεpyq| dy

ĺ ξ

ż

Rn

|ζεpyq| dy

`

ż

RnzBp0,δq
|fpx´ yq ´ fpxq| |ζεpyq| dy

ĺM ξ `

ż

RnzBp0,δq
|fpx´ yq ´ fpxq| |ζεpyq| dy

ĺM ξ `

ż

RnzBp0,δq
p|fpx´ yq| ` |fpxq|q |ζεpyq| dy

ĺM ξ ` 2C

ż

RnzBp0,δq
|ζεpyq| dy.

(11.21)

Par ailleurs, si |x| ľ R ` 1 et |y| ă δ ă 1, alors fpxq “ fpx ´ yq “ 0. Il s’ensuit que pour
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un tel x le calcul (11.21) donne

|f ˚ ζεpxq ´ fpxq| ĺ

ż

RnzBp0,δq
|fpx´ yq| |ζεpyq| dy

“|f | ˚ p|ζε|χRnzBp0,δqqpxq.

(11.22)

Soit r “ rδ,ε :“

ż

RnzBp0,δq
|ζεpyq| dy, de sorte que limεÑ0 rδ,ε “ 0,@ δ ą 0. Soitψ “ ψδ,ε :“

|ζε|χRnzBp0,δq, qui vérie }ψ}L1 “ r.

En utilisant (11.21) si |x| ă R`1 et (11.22) si |x| ľ R`1, nous obtenons, grâce à l’inégalité

de Young et avecN “ NpRq ă 8 :

}f ˚ ζε ´ f}pLp ĺ

ż

Bp0,R`1q
rM ξ ` 2C rsp dx`

ż

RnzBp0,R`1q
r|f | ˚ ψsp

ĺN rM ξ ` 2C rsp `

ż

Rn

r|f | ˚ ψsp

ĺN rM ξ ` 2C rsp ` }f}pLp}ψ}
p

L1 Ñ N Mp ξp quand ε Ñ 0.

(11.23)

ξ ą 0 étant arbitraire, nous obtenons que f ˚ ζε Ñ f dansL ppRnq quand ε Ñ 0.

Étape 2. Preuve si f P L ppRnq. Soient f P L ppRnq et ξ ą 0. Soient g P C8
c pRnq et ε0 ą 0 tels

que }f ´ g}Lp ă ξ et }g ˚ ζε ´ g}Lp ă ξ, @ 0 ă ε ă ε0. Pour un tel ε, nous avons (détailler)

}f ˚ ζε ´ f}Lp ĺ }f ˚ ζε ´ g ˚ ζε}Lp ` }g ˚ ζε ´ g}Lp ` }g ´ f}Lp

ĺ }pf ´ gq ˚ ζε}Lp ` 2 ξ ĺ }f ´ g}Lp }ζε}L1 ` 2 ξ ĺ pM ` 2q ξ.

ξ ą 0 étant arbitraire, nous obtenons la conclusion du théorème pour f . CQFD

Au passage, nous avons montré le résultat suivant (voir (11.21)).

11.28 Corollaire. Soit pζεqεą0 une approximation de l’identité. Soit f P CcpR
nq.

Nous avons f ˚ ζε uniformément dans Rn quand ε Ñ 0. ˛

Ce corollaire intervient dans la preuve du résultat suivant.

11.29 Théorème (Théorème d’approximation de Weierstrass). Soit K Ă R
n un

compact. Soit f P CpK,Rq.

Alors il existe une suite de polynômes † de n variables pPjqj telle que Pj Ñ f

uniformément sur K.

De manière équivalente, tP : K Ñ R ; P fonction polynômialeu est dense
dans CpK,Rq muni de la norme uniforme. ˛

†. Ou plutôt de fonctions polynômiales.
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Démonstration. Nous utilisons le résultat suivant de topologie (théorème de Tietze) : si B est

une boule de Rn telle queK Ă B, alors toute fonction f P CpK,Rq admet une extension g P
CpRn,Rq avec gpxq “ 0, @x P R

nzB. Ainsi, quitte à remplacerK par B et f par g, il sut de

montrer le résultat pour la restriction àB d’une fonction f P CpRn,Rq qui s’annule en dehors de
B (justier). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer queB “ Bp0, Rq.

Soit f P CcpR
nq telle que fpxq “ 0 si |x| ľ R. Soit ρ la « gaussienne standard » dansRn,

ρpxq :“
1

πn{2
e´|x|2 , @x P R

n.

Rappelons que

ż

ρ “ 1. La proposition 11.26 combinée avec le corollaire 11.28 donne f ˚ρε Ñ

f uniformément surRn quand ε Ñ 0, où

ρεpxq :“
1

πn{2 εn
e´|x|2{ε2 , @ ε ą 0, @x P R

n. (11.24)

Soit δ ą 0. Soit ε ą 0 tel que }f ˚ ρε ´ f}L8 ă δ, d’où (exercice 10.10)

|f ˚ ρεpxq ´ fpxq| ă δ, @x P R
n. (11.25)

Nous allons trouver un polynôme S tel que

|pρε ´ Sqpzq| ĺ δ, @ z P Bp0, 2Rq. (11.26)

En admettant l’existence d’un tel S, nous concluons de la façon suivante. Pour tout φ nous

avons

f ˚ φpxq “

ż

Bp0,Rq
fpyqφpx´ yq dy. (11.27)

SoitM ă 8 tel que |fpxq| ĺ M , @x P R
n. Si x, y P Bp0, Rq, alors x ´ y P Bp0, 2Rq. En

combinant ce fait avec (11.25)–(11.27), il s’ensuit que, pour tout x P Bp0, Rq nous avons, avec
N “ NpRq ă 8,

|f ˚ Spxq ´ fpxq| ĺ |f ˚ rSpxq ´ ρεspxq| ` |pf ˚ ρε ´ fqpxq|

ă

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Bp0,Rq
fpyq rS ´ ρεspx´ yq dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` δ

ĺ M δ

ż

Bp0,Rq
dy ` δ “ N δ.

δ ą 0 étant arbitrairenousobtenons, pourune suite pSjqj convenabledepolynômes,f˚Sj Ñ
f uniformément surB quand j Ñ 8. Pour conclure, il sut de noter que f ˚Sj est un polynôme

(exercice 11.14 d)).
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Ainsi, pour compléter la preuve il sut de trouverS satisfaisant (11.26). Rappelons que le dé-
veloppement en série de l’exponentielle converge vers l’exponentielle uniformément sur les com-

pacts : si T ą 0 et ξ ą 0, alors il existe k tel que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

et ´
k
ÿ

ℓ“0

tℓ

ℓ!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĺ ξ, @ t P r´T, T s. (11.28)

Soit k tel que (11.28) soit valide avec T :“ 4R2{ε2 et ξ :“ πn{2 εn δ. Posons

S :“
1

πn{2 εn

k
ÿ

ℓ“0

`

´|x|2{ε2
˘ℓ

ℓ!
. (11.29)

De (11.28), (11.29) et (11.24), nous avons (11.26) (vérier!). CQFD
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