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11.2 Régularisation

Dans cette partie, nous travaillons dans R” muni de la norme euclidienne
usuelle, désignée par «| | »." Les intégrales s’entendent par rapport a la mesure
de Lebesgue.

Rappelons le résultat suivant de calcul différentiel.

11.4 Lemme. Il existe une fonction ¢ € C*(R", R), non identiquement nulle, telle

e :Cg S(q()iﬂcf(—;jmlz bdbll(/’
- O

) 0<(¢<lsilz|<l
ii) ¢(z) = Osi|z| = 1.} Al X121,

La fonction ¢ est alors intégrable d’intégrale strictement positive (justifier). En
divisant ¢ par son intégrale, nous obtenons ainsi l'existence d'un noyau réqulari-
sant. Les noyaux régularisants jouent un role fondamental dans ’approximation
d"une fonction par des fonctions lisses.

11.5 Définition (Noyau régularisant). Un noyau régularisant est une fonction
p e C*(R™ R) telle que il existe 0 < R < oo tel que

i) p(z) = 0si |z| < R.

6o
i) p(z) — 0si |2] > R. ac plo- S6)

gee\dt
iii) p(x)de = 1. R
R
Si, de plus, R = 1, alors p est un noyau régularisant standard.

Une autre classe de fonctions d’intérét dans les procédures de régularisation
est C*(Q).

11.6 Définition. Si k € N U {0} et Q est un ouvert de R”,

CH(Q) := {p e C*(Q, R); il existe un compact K <
tel que p(z) =0, Vo e Q\K}.

Le résultat suivant montre que la convolution avec des fonctions de C*(R")
«lisse » les fonctions et donne une formule trés importante, (11.8).

t. Donc |z| = |z||2, Yz € R™.
1. Voici un exemple explicite de telle fonction (dont nous ne vérifierons pas ici les propriétés).

C(z) := e~ V=) iz < 1
- o, sifz|>1"
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Convolution 11.2 Régularisation

11.7 Proposition. Soient 1 < p < cwetk e N u {w0}.
Soient f € ZP(R") et ¢ € C*(R"). Nous avons :

a) [ = est défini en tout point. DQ%“Q CC f ’g (z- 8> jC’(g( 9
b) f=*peCk.
¢) Pour toute dérivée partielle 0* d’ordre < &,

0*(f ) = f = (0%p). (11.8)

La notation suivante est dans l'esprit de (11.4).

11.8 Notation. Si p : R” — R, nous posons

1
pe(x) = Zp(m/e), Ve>0,VxeR" o (11.9)

Le résultat suivant est le résultat central de ce chapitre.

11.9 Théoréme. Soit p un noyau régularisant. Soit 1 < p < o. Nous avons

f#pe = fdans ZP(R") quand ¢ — 0, V f € ZP(R"). (11.10)

En particulier, C*(R") n .Z?(R") est dense dans .Z?(R").
De méme, C*(R") n LP(R™) est dense dans L?(R™).

11.10 Remarque. Notez I'ambiguité de la formulation de la derniere partie du théoreme.
Au sens strict du terme, C® n LP n’a pas de sens, car L” contient des classes et C° des
fonctions. Le sens de I'énoncé est le suivant : pour tout f € L?, il existe une suite (f;);
telle que :

a) f;eC®nLPVj.

b) Pour tout représentant g € 7 de f, f; — g dans ZP.

Une formulation équivalente est que, avec f; comme ci-dessus, la classe [ f;] € L? de
f; vérifie [f;] — f dans L”. o

Une conséquence facile du théoreme 11.9 est le résultat suivant.

11.11 Théoréme. Soient 1 < p < w et 2 < R"” un ouvert. Alors CP(f2) est
dense dans .£7(2).

De méme, C'°(2) est dense dans L?(£2).

]
=

11.12 Remarque. Le théoreme 11.11 est a la base de la stratégie la plus utilisée
pour montrer des propriétés de toutes les fonctions de 'espace -Z*(f2), avec
1 <p<wet)ouvertdeR":

1. Etablir la propriété pour les fonctions f € C*(9).
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Petru Mironescu Mesure, intégration, éléments d’analyse fonctionnelle

2. Montrer que I'ensemble des fonctions de .Z7(2) qui ont la propriété étu-
diée est un fermé.

Nous illustrerons cette démarche dans la section 11.3 (preuve des propositions
11.21, 11.24 et du théoreme 11.27).

Exercices

Voici quelques propriétés fondamentales de p., avec p noyau régularisant stan-
dard.
11.13 Exercice. Soit p un noyau régularisant standard. Montrer, pour toute > 0:

a) pg( )>Osi|x\<5
b) pe(z) =0si|z| > e.

c) Jpe—l o

Cet exercice est un complément de la proposition 11.7. Cette fois-ci, c’est f qui
est supposée de classe C*.

11.14 Exercice. Soient f € C*(R") et ¢ € C.(R™). Nous avons :

a) f * ¢ est défini en tout point.

b) f*peCk.
¢) Pour toute dérivée partielle 0“ d’ordre < k,
OU(fxp)=(0"f) = . (11.11)
d) Si f est un polyndme ' (de n variables) de degré < m, alors f * ¢ est un polyndme de
degré < m. o

L’exercice suivant, dans 'esprit de I'exercice 4.32, sera utilisé dans la preuve
du théoreme 11.9.

11.15 Exercice. Soit K < R" un compact. Pour j € N*, soit

K; = {z e R"; dist(z, K) < 1/5}.
Alors K; est un compact, Vj, et K; \, K. o

L’exercice qui suit sera utilisé dans la preuve du théoreme 11.11.
11.16 Exercice. Soit 2 un ouvert de R"™ (muni d’une norme). Pour j € N*, soit
ji= {z e R o] < j, dist(,U°) = 1/j}.

Alors K est un compact, Vj, et K; / U. o

t. Ou plut6t une fonction polynomiale.
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Convolution 11.2 Régularisation

L’exercice suivant montre que la procédure d’approximation de la preuve du
théoreme 11.11 permet d’approximer une fonction dans plusieurs espaces .Z” a
la fois.

11.17 Exercice. Soient 1 < py,...,p, < 0. Soit f € LP1(Q) N ... N ZLP(Q). Montrer qu'il

existe une suite (¢;); € CF(Q) telle que ¢; — f dans ZP(2),i=1,...,k. ©
11.18 Exercice. En prenantn = let f := X[0,00[, MoONtrer que les théoréemes 11.9 et 11.11
et le lemme 11.19 sont faux si p = 0. o
Démonstrations

Démonstration de la proposition 11.7. Rappelons le résultat suivant : une fonction continue sur
R™ qui s’annule en dehors d"un compact est bornée.

Etape 1. Existence de f * 0% si 0* est d’ordre < k. Soit R < o tel que p(z) = 0, ¥ |z| > R.
Soit 0 une dérivée partielle d’ordre < k. Alors 0y est continue et s’annule en dehors de
B(0, R) (justifier), donc il existe une constante finie C,, telle que |0%p(x)| < C,, ¥z € R™

Soit ¢ le conjugué de p. De ce qui précede, 0%¢ € £ (justifier), et donc f = 0%p est
défini en tout point (théoréme 11.2 c)).

Etape 2. f = ¢ est continue. Soit h(y, x) := f(y) p(z — y), r,y € R", de sorte que f * p(z) =

h(y,z) dy. Nous appliquons le théoreme 7.10. La continuité par rapport au parametre

étant claire, il faut obtenir la majoration exigée par le (i”) du théoreme. Soit = € R™. Alors
p(z—y)=0si|z—z| <letl|y| =r:= R+ |z|+ 1, car dans ce cas nous avons |z —y| > R
(justifier). Il s’ensuit que

f * (P(Z) = JB(O )h(yaz) dy, Vz € F((L‘, 1)

De ce qui précede, nous avons la majoration
Ih(y, 2)| < 9(y) := Colf (W) xBos) (W), ¥z € Bx,1).

Pour conclure, il suffit de noter que g est intégrable, car, par 1'inégalité de Holder, si ¢
est le conjugué de p alors

lglzr < Colflre IxBom e = ClflLr (avec C = C(r) < ).

La continuité de f * 0%¢ (avec 0 dérivée partielle d’ordre < k) se montre de la méme
maniere.

Etape 3. Preuve de 0;(f * ) = f + (d;¢p). Le raisonnement est analogue a celui de I'étape 2;
on utilise le théoreme 7.14 au lieu du théoreme 7.10 (vérifier). Par récurrence sur 1’ordre
de différentiation, ceci permet d’établir c) pour tous les a concernés.

Pour conclure, f *¢ a,jusqu’al’ordre k, des dérivées partielles continues qui vérifient
c). Elle est donc de classe C* et a les propriétés a)—c). La preuve est compléte. CQED
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L’'ingrédient clé de la preuve du théoreme 11.9 est le lemme suivant.

11.19 Lemme. Soit 1 < p < o. Soient f € £?(R") et 6 > 0.

Alors il existe une fonction étagée de la forme g = }; a; xx,, avec K; compact,
Vj, telle que || f — g|r <.

De maniere équivalente, I'espace vectoriel engendré par les fonctions x x, avec
K < R™ compact, est dense dans .Z?(R")." o

Démonstration du lemme 11.19. Nous pouvons supposer f borélienne (justifier). Soit ( f; ), une
suite de fonctions boréliennes étagées telle que sgn f = sgn f, Vk, fr — fet|fil ./ |f]
(I'existence d"une telle suite découle de la preuve du théoreme 3.5). Par convergence do-
minée, nous avons | fi, — f||z» — 0; par ailleurs, f;, € £7, V k (justifier).

Chaque f, étant une somme finie de la forme ;; a; x4,, avec A; borélien et v, (4;) <
o (la derniere propriété découlant de fj, € .£7;justifier), il suffit de montrer la conclusion
du lemme si f = x4, avec A borélien de mesure de Lebesgue finie (détailler). Dans ce
cas, rappelons que pour tout € > 0 il existe un compact K < R" tel que l'on ait K < A et
vn(A\K) < € (corollaire 4.27).

Nous obtenons x4 — xk|r = |[xa\xlzr = (Un(A\K))/P < /P, ¢ étant arbitraire,
nous obtenons le résultat désiré de densité. CQFD

Démonstration du théoréme 11.9. Nous considérons uniquement un noyau régularisant stan-
dard; le cas d'un noyau régularisant général est analogue.

Pour la deuxieme partie du théoreme, il suffit de noter que f * p. € C*(R") (proposi-
tion 11.7) et d’appliquer (11.10).

Soit
X :={fe ZP(R"); f *p. — fdans ZP(R") quand € — 0}. (11.12)
Par linéarité du produit de convolution par rapport au premier argument, X est un

sous-espace vectoriel de .Z7.

Etape 1. X est fermé dans £P. Soit (f;); = X avec f; — f dans ZP. Soit § > 0. Alors il
existe un j et un ¢g tels que |f; — fllor < 6/3 et | fj * p- — fillLr < 6/3, V0 < & < &o.
L'inégalité de Young et le fait que |p.||;1 = 1, Ve (exercice 11.13) donnent

If # pe — flle < I(f = f5) # pellee + 15 # pe — filee +11f; — fllze
< |f = fillee + I f5 % pe — fillee + | f5 — fllor <0, V0 < € < &o.

0 étant arbitraire, nous obtenons que f € X.

t. Par abus de langage, comme expliqué dans la remarque 11.10, la conclusion du lemme 11.19
est que les fonctions étagées de la forme g = 3}, a; xx; sont denses dans LP(R™). Par ailleurs, la
conclusion reste valable si nous remplagons R™ par un ouvert de R"; ceci découle de la preuve
du lemme 11.19.
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Au vu du lemme 11.19 et de ce qui préceéde, afin de conclure il suffit de montrer

Etape 2. Pour tout compact K = R", nous avons xx € X. Soit K un compact de R” et § > 0.
Posons, pour j > 1,

Kj:={zeR";dist (z,K) < 1/j} = Uger B(z,1/§) (11.13)
(justifier la deuxieme égalité en utilisant le fait que, si F' = R" est fermé et y € R", alors il

existe z € F tel que dist(y, F') = |y — z|).

L’ensemble K; est compact, V j, et nous avons K; \, K (exercice 11.15). Comme
vn(K7) < o, le théoreme de la suite décroissante implique l'existence d'un j tel que
vn(KG;\K) < 6 (justifier).

Posons ¢y := 1/4. Soit 0 < € < (. Notons les faits suivants (évidents sur un dessin;
les justifier en utilisant la deuxiéme égalité dans (11.13)) :

size Ketye B(0,¢), alorsz —y e Kj, etdonc xx, (v —y) = 1; (11.14)
siz ¢ Kjetye B(0,¢), alorsz —y ¢ K, etdonc xg(z —y) = 0. (11.15)

Il s’ensuit de (11.14) que

reK = Xk, * pe(2) =J Xk (@ —y) pe(y) dy = L;(o )pa(y) dy,
€

B(0,¢)
=1 = xk(z),
d’ot
ve K = xk(x) = Xk *pe(x) = (XK; — XK) * pe(@) = XK j\K * pe(). (11.16)

De méme, (11.15) donne (vérifier)
¢ Kj = xk(z) — Xk *pe(x) = 0. (11.17)
Par ailleurs, pour tout point € R"™ nous avons (vérifier) 0 < xx * p-(z) < 1, d’ott
ve KNK — [xi(@) — i *pe(@)] = v #pela) < 1. (11.18)
En combinant (11.16)—(11.18), nous obtenons
XK — XK * pe| < Xrcj\) * e+ XEj\K> VO <€ <eo. (11.19)
L'inégalité (11.19) et celles de Minkowski et Young donnent (détailler) :

XK — XK * pellr < XK \& * Pellie + Xk \i | Lo
< [xrprlre lpelor + Ixxprlze = 2 Ixx il e (11.20)
=2 (L (K \K))YP < 267 V0 < € < &.

0 > 0 étant arbitraire, nous obtenons (11.10) pour f = xk. CQFD
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En examinant la preuve de (11.19), nous déduisons le résultat suivant.

11.20 Lemme (Existence de fonctions plateau; lemme d’Urysohn). Soient

K c U c R", avec K compact et U ouvert.

Il existe une fonction ¢ € CF(U) telle que :
i) 0<p<1lsurl.
ii) ¢ = 1sur K. o

Démonstration du lemme 11.20. Soit gg := dist (K, U¢), de sorte que g9 > 0 (pourquoi?).

Soit 0 < £ < €¢/2. Posons

L:={zeR";dist(z,K) <e}, M :={zeR"; dist(z, K) < 2¢}.

Alors K < L ¢ M < U et M est un compact (vérifier). Soit p un noyau régularisant
standard. La preuve de (11.19) implique que ¢ := x[, * p. a toutes les propriétés requises;
en particulier, p(z) = 0six ¢ M, etdonc p € CX(U). CQFD

Démonstration du théoréme 11.11. Soit f € ZP(12). Soit f le prolongement de f avec la valeur
0 a R™\(, de sorte que f e ZLP(R"). Soient ¢ > 0 etg e C*(R") n £P(R") telle que
If =9l zerny < /2;existence de g suit du théoréme 11.9.

Soit g la restriction de g a Q2. Nous avons g € C*(Q2) n £P(Q) et (justifier)

If =gl < If = Glrrmn) <e/2.

Il reste a trouver h € CX () telle que [|g — Al r(q) < £/2.

Rappelons le résultat suivant de topologie : il existe une suite (K;);>1 de compacts
telle que K; /" €2 (voir I'exercice 11.16).

Soit, comme dans le lemme 11.20, p; € CZ(12) telle que 0 < ¢; < 1 et p; = 1 sur Kj.
Nous avons ¢; — 1 simplement dans 2 (justifier). Comme |gp; — g| < |g| et gp; — ¢
simplement, nous obtenons par convergence dominée que ||g p; — gllrr() — 0. Pour j
suffisamment grand, h := g ¢, convient. CQFD

11.3 Pour aller plus loin

Sil < p < o, nous savons (théoreme 11.11) que CF(€2) est dense dans .Z7(12).
Ce résultat permet, dans certains cas, d’établir des propriétés de toutes les fonc-
tions f € Z7(Q) en étudiant uniguement les fonctions de C(£2). Nous donnons
ici quelques exemples typiques.

11.21 Proposition. Soient p, ¢ exposants conjugués. Si f € LP(R") et g € L9(R"),
alors f = g € C(R"). o
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Démonstration de la proposition11.21. Nous avons soit p < 0, soit ¢ < 0. Supposons par
exemple p < c0.

Etape 1. Preuve si f € C*(R™). Dans ce cas, la conclusion découle de la proposition 11.7.

Etape 2. Preuve si f € £P(R™). Soit (f;); = CX(R™) telle que f; — f dans .ZP ('existence
de la suite découle du théoreme 11.11). Nous pouvons travailler avec un représentant de
f,encore noté f. Alors l'inégalité de Holder donne

[fi*g(@) = frg(@)| =I|(f; = f)*g@)] < |fj — flizr [g]ze — 0 quand j — 0.
Il s’ensuit que f * g est limite uniforme d"une suite de fonctions continues, donc conti-
nue. CQFD

11.22 Notation. Si f : R® - R, 7, f() := f(x — h),Vz,h e R"™. ©

L’exercice suivant sera utilisé dans la preuve de la proposition 11.24.
11.23 Exercice. Si f ~ g, alors 7, f ~ 1,9, V h. o

11.24 Proposition (Continuité des translations dans L?). Soit 1 < p < co. Pour
tout f € £?(R"), nous avons 7, f — f dans .Z?(R") quand h — 0.

De méme dans L”(R"). o

Démonstration de la proposition 11.24. Compte tenu de 'exercice 11.23, il suffit d’établir le ré-
sultat dans .ZP(R") .

Etape 1. Preuve si f € CZ°(R™). Soit R < o tel que f(x) = 0si|z| > R. Soit h € R" tel que
|h| < 1.Si|z| = R+ 1, alors 73, f(z) = 0 et f(x) = 0 (vérifier).

Par ailleurs, soit M := max{|Vf(z)|; x € R"} < oo (justifier la finitude de M). Le
théoréeme des accroissements finis donne (vérifier)

|Tnf(x) — f(z)] < M|h|, Yz, h e R™.

Il s’ensuit que, pour |h| < 1, nous avons

)

Imnf — 5. = f I f (@) — f(2)|P da
B 1)

gMpyh\pf dz — 0 quand h — 0.
B(0,R+1)

Etape 2. Preuve si f € £P(R™). Soit ¢ > 0. Soit g € CX(R") telle que |f — g|lr» < /3
(I'existence de g suit du théoreme 11.11). Soit 6 > 0 tel que |79 — g|z» < /3 si|h| < 0
(I'existence de § découle de la premiere étape).

En notant que |m,k| e = ||k||Lp, ¥V k € LP(R™) (vérifier), nous obtenons, pour |h| < ¢ :

lTnf — floe < |lTnf — Thglze + |Thg — glle + lg — flze
= |lmn(f = 9)le + |7hg — gllr + g — flLr
=|f=9glr + Imhg — glzr + lg = flzr <e.
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¢ > ( étant arbitraire, nous obtenons la conclusion de la proposition. CQFD

Nous allons maintenant considérablement généraliser le résultat de conver-
gence (11.10), en affaiblissant les conditions sur (I’analogue de) p..

11.25 Définition (Approximation de l'identité). Une approximation de l'identité est
une famille (¢%).~o telle que :

i) ¢°:R" — R est (Lebesgue) intégrable, Ve > 0.
ii) JCE =1,Ve>0.

iii) Il existe une constante M < o telle que f Il < M,Ve>D0.

iv) Pour toutd > 0, 1im5_,of |C°| = 0.
R™\B(0,0)
Définition analogue lorsqu’il s’agit d’une suite (¢7) ;1. o

Un exemple fondamental d’approximation de 1'identité est donné par le ré-
sultat suivant.

11.26 Proposition. Soit p € Z*(R") telle que J p = 1. Soit, comme dans (11.9),

1
pe(x) := E—np(m/s), VreR" Ve >0.

Alors (p.)e~o est une approximation de l'identité.

En particulier, cette proposition s’applique lorsque p est un noyau régulari-
sant. ©

Démonstration.

1) +1i) + iii) Nous avonsfpE = fp =1 etf\pel = f\p\ := M < oo (vérifier), de sorte que
1)—iii) sont satisfaites.

iv) Soitd > 0. Nous avons (justifier, en utilisant le changementlinéaire de variables ®(y) := ¢ y)

J |pe ()| dz = J lp(y)| dy — 0 quand e — 0,
R7\B(0,5) R™\B(0,6/¢)

la derniére conclusion étant une conséquence du théoréme de convergence dominée (justi-
fier). CQFD

Le résultat suivant généralise le théoreme 11.9.
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11.27 Théoreme. Soit 1 < p < 0. Soit ((*).~( une approximation de l'identité.
Pour tout f € Z?(R") nous avons f * (* — f dans .Z?(R") quand ¢ — 0.
De méme pour une suite (¢7) ;1.

De méme dans LP(R"). o

Démonstration. Etape 1. Preuve quand f € C°(R™). Pour les besoins des résultats a venir, nous
allons estimer la différence f * (¢ — f lorsque f ala propriété plus faible f € C.(R™). Rappelons
quune telle fonction f est uniformément continue sur R™.

Donné ¢ > 0, soit0 < ¢ < 1telque
[Vz, 2’ eR", |z —a'| <] = |f(z) = f(a')] <&

Soit C' < oo tel que |f(x)| < C, Vx € R™ (justifier I'existence de C). Enfin, soit R < oo tel que
f(z) =0si|z| > R.

Pour tout x € R™, nous avons

726 - 5@ = | [ o =)y - )

=Lﬂﬂx—w—fu»&@w@

< [1#e =) = £@I1¢ W) dy
| U= - @Il dy
B(0,5)

s e - f@IIEW) dy

R\ B(0,5)

<e| KWl

(11.21)
f 5= 9) — F@IICW) dy
R"\B(0,5)

<¢ | 1l

_l’_

Lo =y - @l wldy
R™\ B(0,5)

ng+J Flz—y) — F@)] € W) dy
R™\B(0,5)
st+j (f(x —9)] + [F @)D 1€ W) dy
R™\B(0,5)
<M¢+2C 1¢5(y)] dy-
R™\B(0,5)

Par ailleurs, si |z| > R+ let|y| < d < 1,alors f(x) = f(x —y) = 0. Il Sensuit que pour
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un tel z le calcul (11.21) donne

U*&@ﬂ—f@NSLﬂmwﬂﬂx—MHf@N@ (11.22)

=|f1# (¢ xrm B(0,6)) (%)

Soitr = r5. 1= f |¢°(y)| dy, de sorte quelim._,g 75, = 0,V > 0. Soite) = 15, :=
R”\B(0,0)

|C* xR\ B(0,5), qui Vérifie [ L1 = 7.
En utilisant (11.21) si |z| < R+ 1et(11.22)si |z| > R+ 1, nous obtenons, grice aI'inégalité
de Youngetavec N = N(R) < o0

f*f—ﬂ%SJ

B(0,R+1)

M+ 200 do+ | [+ )

R™\B(0,R+1)

<N[ME+207P + fR [1f] * ¥]? (11.23)

n

< NM&+ 2007 + | FI2, 0], — N MP & quande — 0.

& > 0 étant arbitraire, nous obtenons que f * (* — f dans #?(R") quand e — 0.
Etape 2. Preuve si f € £P(R"). Soient f € £P(R™) et & > 0. Soient g € CP(R") ety > Otels

que||f —gllzr <&et]g*(*—g|r <& V0 < e < ep. Pour un tel ¢, nous avons (détailler)

[f ¢ = fllee < f# ¢ =g Cller + llg* ¢ = glee + g = flre
<I(f=9)*Cller + 28 < |If = gllze I +26 < (M +2)¢.

¢ > 0 étant arbitraire, nous obtenons la conclusion du théoréme pour f. CQFD

Au passage, nous avons montré le résultat suivant (voir (11.21)).

11.28 Corollaire. Soit ((°).~o une approximation de l'identité. Soit f € C.(R"™).
Nous avons f * (* uniformément dans R” quand € — 0. o

Ce corollaire intervient dans la preuve du résultat suivant.

11.29 Théoreme (Théoreme d’approximation de Weierstrass). Soit K < R"™ un
compact. Soit f € C(K,R).

Alors il existe une suite de polynomes ' de n variables (P;); telle que P; — f
uniformément sur K.

De maniere équivalente, {P : K — R; P fonction polyndmiale} est dense
dans C'(K,R) muni de la norme uniforme. o

1. Ou plutét de fonctions polyndmiales.
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Démonstration. Nous utilisons le résultat suivant de topologie (théoréme de Tietze) : si B est
une boule de R™ telle que K < B, alors toute fonction f € C(K,R) admet une extension g €
C(R™,R) avec g(x) = 0,V z € R™\B. Ainsi, quitte A remplacer K par B et f par g, il suffit de
montrer le résultat pour la restriction a B d’une fonction f € C(R", R) qui s’annule en dehors de
B (justifier). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que B = B(0, R).

Soit f € C.(R™) telle que f(x) = 0si|z| > R. Soit p la « gaussienne standard » dans R",

1 2
= — |
p(z) = pry Ve eR™

Rappelons que J p = 1. Laproposition 11.26 combinée avec le corollaire 11.28 donne f * p. —

f uniformément sur R quand ¢ — 0, out

1

ey el e s 0, Vo e R™ (11.24)
T 3

pe(x) 1=

Soit § > 0. Soite > Otel que | f * p. — |z < &, d’olt (exercice 10.10)

|f *pe(z) — f(x)] <, Va e R™. (11.25)

Nous allons trouver un polynéme S tel que

[(pe = S)(2)| <6, Yz € B(0,2R). (11.26)

En admettant lexistence d’'un tel S, nous concluons de la fagon suivante. Pour tout ¢ nous
avons

B(0,R)

fro@ = [ jwete—y)dy (11.27)

Soit M < oo tel que |f(z)] < M,Vx e R*. Siz,y € B(0,R),alorsz —y € B(0,2R). En
combinant ce fait avec (11.25)-(11.27), il s’ensuit que, pour tout z € B(0, R) nous avons, avec
N =N(R) < o,

[f#S(@) = f@)| < | [S(x) = pel (@) + [(f * pe = F)(@)]

<[ swIs - pde -y +0
B(O,R)

< Méf_ dy+6=N6.
B(0,R)

d > 0étantarbitraire nous obtenons, pour une suite (.S;) ; convenable de polynémes, f*S; —
f uniformément sur B quand j — o0. Pour conclure, il suffit de noter que f * S} est un polynéme
(exercice 11.14 d)).
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Ainsi, pour compléter la preuve il suffit de trouver S satisfaisant (11.26). Rappelons que le dé-
veloppement en série de 'exponentielle converge vers 'exponentielle uniformément sur les com-
pacts:si7T > Oet& > 0, alors il existe & tel que

k
e' =),
(=0

4
t! <& Ve [-T,T]. (11.28)

~

Soit k tel que (11.28) soit valide avec T := 4 R? /2 et £ := 7"/2 " §. Posons

k 2/.2\¢
1 (=l=”/e%)
S = . .
(=0
De (11.28), (11.29) et (11.24), nous avons (11.26) (vérifier!). CQFD

215



