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10.3 Norme et complétude

Dans cette section, nous montrons que L est un espace normé complet (théo-
reme de Fatou 10.28), et en particulier que || |» est une norme sur LP (inégalité de
Minkowski, théoreme 10.26).

10.26 Théoreme (Inégalité de Minkowski).

a) Sil<p<omw,alors |[f+glee < |flze + |glze, ¥ £, 9.
b) (L?, | ||lz») est un espace normé et (£?, | | 1») est un espace « semi-normé »."

10.27 Corollaire. L'application L” 5 f — || f||z» € R est continue. o

10.28 Théoreme (Théoreme de Fatou). L” est un espace normé complet, V1 <
p < oot

10.29 Corollaire. Si f,, — f dans .#?, alors il existe une sous-suite (f,, )i et une
fonction g € Z7 telles que

a) fu, — fp-p-
b) [fu.| <gp- P o

10.30 Proposition. Dans L?,

<fig==[fo.vhgel? (10.13)
est un produit scalaire, et | f| 2 =< f, f >1/28 o
Démonstrations

Démonstration du théoréme 10.26. Nous pouvons travailler avec des fonctions finies en tout
point (justifier).

a) Lescasp = 1 et p = o0 suivent de 'exercice 10.9 e). Nous pouvons donc supposer
1 <p<owetaussi|f|rr <o, |g|rr < o0.

La fonction ¢ +— ®(t) := |t|P étant convexe, nous avons ®((s + t)/2) < (®(s) +
())/2, Vs, t € R, d’ott |s + t[P < 2P7L(|s[P + [tP), V 5, ¢ € R (vérifier). Ceci implique

1. Un espace semi-normé est un espace vectoriel muni d’une « semi-norme ». Une semi-norme
x — ||z|| vérifie toutes les propriétés de la norme sauf |z =0 = =z = 0.

1. Un espace normé complet est un « espace de Banach ». Donc L? est un espace de Banach.

§. L? est donc un espace normé complet dont la norme provient d’un produit scalaire : c’est
un « espace de Hilbert ».

t. Vérifier la convexité de la fonction ® en étudiant la monotonie de sa dérivée.
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Espaces LP 10.3 Norme et complétude

|f +g[P < 2P~L(|fP + |g|P). En intégrant cette inégalité avec f, g € £, nous obtenons
que f +ge ZLP.

Comme f + g € P, nous pouvons appliquer la proposition 10.19 a). Avec q le conju-
gué de p, nous obtenons

If + gl = supU(f F g ks he 2 |l < 1}

< sup{ffh; he L9 |h|Le < 1} +Sup{Jgh; he L ||h|Le < 1}
= | fler + lglLe-

b) Les propriétés de (semi-)norme de | |» suivent de 1’exercice 10.9. CQFD

Démonstration du corollaire 10.27. Ceci est vrai pour toute norme (car une norme est, d’apres
I'inégalité triangulaire, lipschitzienne de constante 1). CQrD

Démonstration du théoréme 10.28. Nous pouvons travailler avec des fonctions (justifier).

Rappelons le principe suivant de preuve. Pour montrer qu'un espace métrique (en
particulier, normé) est complet, il suffit de montrer que toute suite de Cauchy contient
une sous-suite convergente. Pour construire une telle sous-suite dans le cadre du théo-
reme 10.28, nous reprenons essentiellement la preuve du théoreme 7.5.

Soit ( f,,)n une suite de Cauchy dans .Z? et soit ( f,,, )i une sous-suite telle que

| frw = Frpoalr <2751 VE > 0.

Supposons d’abord 1 < p < co. Pour tout & > 1, posons

k—1

gk = ’fno‘ + Z ‘fnj+1 - fﬂg|

=0
La suite (g )% étant croissante, nous pouvons définir g := limy, gy.
L’'inégalité triangulaire et 1'inégalité de Minkowski impliquent

[l < 9k < g et |grllze < [ frollzr + 1. (10.14)

Le théoreme de convergence monotone et la deuxiéme partie de (10.14) donnent
|lg|lz» < 0. Nous avons en particulier g(z) < o p. p. Si z est tel que g(z) < o0, alors

| Fao (@] + D | (Fay i — ) (@)] = g(x) < 0.

7>0

Il s’ensuit que pour un tel z la série fu,(2) + >;20((fn;;1 — fn;)(2)) converge vers
un f(x) tel que |f(x)| < g(x) (justifier). Les sommes partielles de la série étant (f,,, (z))x,
nous obtenons f,, () — f(z) et |f,, (z)[P < (g(x))P. Pour les autres x, nous définissons

f(z) =o.
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De ce qui précéde, nous avons f € Z7. Le théoreme de convergence dominée (va-

riante p. p.) donne f | frn, — fIP — 0,d’ou fp, — f dans Z7.

Enfin, supposons p = . Soit B € .7 négligeable tel que f,, soit bornée sur X\B.
Soit Ay € 7 un ensemble négligeable tel que |f,, ., — fa,| < 27771 dans X\Ay. Soit
A := B u UiAr € 7, qui est encore négligeable. Sur X\ A, f,, est bornée et la suite
(fn,. )i est de Cauchy pour la norme uniforme. Elle converge donc uniformément vers
une fonction bornée f. En posant f(z) = 0siz € A, nous avons f € £ et f,, — f dans
L (vérifier). CQFD

Démonstration du corollaire 10.29. (fy)n étant une suite de Cauchy, si 1 < p < o le corollaire
découle de la preuve du théoreme 10.28.

Sip = o0, a) découle de la preuve du théoreme 10.28, et pour b) nous pouvons prendre
g :=sup,, | fu] e CQFD

Démonstration de la proposition 10.30. L'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que < f,g >
est bien défini. La linéarité dans chaque variable et la symétrie étant évidentes, il suffit
de vérifier que < f, f >= 0 = f = 0. Ceci découle de la derniére égalité de 1’énoncé,
qui est claire. CQFD

10.4 Pour aller plus loin

Soient p, g exposants conjugués. Si g € L4, alors I'inégalité de Holder montre
que "application

T:L? >R, T(f) :szg, YV felP, (10.15)

est linéaire, continue et de norme < | g|| 4.

Sil < p < m,la proposition 10.19 (appliquée a | g|z.) montre que la norme de
T est égale a |¢| .. De méme pour p = 1, si i est o-finie.

Le résultat suivant montre que (10.15) donne toutes les applications linéaires et
continues T : LP — R.

10.31 Théoréme (Théoreme de représentation de Riesz). Soit 7' : L? — R une
application linéaire et continue.

a) Sil < p < o, alors il existe g € L9 telle que

T(f) = ffg, Vfell (10.16)

De plus, la norme de T est |g| zq.
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b) Sip = 1 et p est o-finie, alors il existe g € L* telle que

T(f) = Jfg, VfelL (10.17)

De plus, la norme de T est |g| .

Le théoreme ne mentionne pas L : les applications linéaires et continues sur
L* sont connues, mais tres difficiles a décrire.

Pour la preuve du théoréeme 10.31, voir par exemple Lieb et Loss [16, Theo-
rem 2.14]. Voir également 1'éclairage apporté dans la a la fin de la section 14.4 et
surtout dans la section 14.5.

198



Chapitre 11

Convolution

11.0 Apercu

La convolution est historiquement apparue dans la résolution des équations
différentielles, mais ses utilisations les plus fréquentes sont liées au lissage des
fonctions, c’est-a-dire a I’approximation d"une fonction peu réguliére (par exemple
discontinue) par des fonctions plus lisses (par exemple de classe C'*).

Donnons un exemple simple de telle approximation. Soit f : R — R continue.
Posons

1 T+

Fe(x) := % fly)dy, Vz e R, Ve > 0. (11.1)

Le théoreme de Lagrange donne 'existence d'un point { = £(z,¢) €]z —¢, x+¢|
tel que F*(z) = f(£). Quand ¢ est petit, £ est proche de z, et donc, du moins
intuitivement, F° est proche de f." Par ailleurs, F* est plus lisse que f : si f
est continue, alors F* est de classe C' (théoreme de Leibniz-Newton), et plus
généralement, si f € C*, alors F* € C**1.

Dans ce chapitre, nous allons expliquer un procédé général d’approximation.
Il est basé sur le produit de convolution, qui associe a deux fonctions f,g : R* — R
la « fonction »

frg(x) = . fy)glz —y)dy = . flz—y)gly)dy; (11.2)

les guillemets attirent 1’attention sur le fait que les intégrales de (11.2) n’existent
pas nécessairement.

t. Et, en effet, si f est uniformément continue, alors F'°* — f uniformément sur R quand ¢ — 0.
Si f est « seulement » continue, alors F* — f simplement quand ¢ — 0.
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Convolution 11.0 Aper¢u

La formule (11.1) peut se réécrire comme

Fé(z) = f L) 6o —y)dy, (11.3)

R 2€
qui est une convolution.

Dans un premier temps, nous allons donner des conditions sur f et g (inéga-
lité de Young, théoreme 11.2) qui assurent que le produit de convolution est bien
défini.

Par la suite, nous allons décrire une bonne classe de fonctions g telles que f =g
soit lisse (proposition 11.7).

La partie la plus importante est celle qui donne le mécanisme proprement dit
d’approximation. Si nous revenons a (11.3), nous avons F* = f = g., ou
1 1
g(x) = S XI-1.11; ge(z) = gg(x/a), VreR, Ve >D0. (11.4)
Le résultat fondamental de ce chapitre, le théoreme 11.9, affirme que, si p :
R — R est convenable, " alors, pour 1 < p < w et f € £?(R), nous avons

fxp.e C°R)et f+p. — fdans ZP(R) quand ¢ — 0. (11.5)

Enoncé convenablement, le méme résultat reste vrai dans les espaces L?.

La section 11.3 contient des conséquences de ce résultat d’approximation, et
des généralisations de celui-ci, sous des hypotheses plus faibles sur p (théoréme
11.27).

Nous finissons par le théoreme d’approximation de Weierstrass 11.29 : « toute
fonction continue sur un compact de R” est limite uniforme d’une suite de fonc-
tions polyndmiales », théoréme dont la preuve « historique » passe par la convo-
lution.

Compétences minimales attendues.

a) Savoir appliquer I'inégalité de Young.

b) Savoir raisonner « par densité », en utilisant la densité de C°(2) dans .£7(12)
sil < p < oo (théoreme 11.11). o

Dans ce chapitre, nous considérons uniquement des fonctions ou classes d’équi-
valence f, g, etc., définies sur R" ou sur une partie borélienne de R" et qui sont
Lebesgue mesurables. La mesure sous-jacente est \,, sur la tribu .Z,. Cette mesure
étant compléte, nous pouvons travailler si nécessaire avec des fonctions définies
p- p- : pour de telles fonctions, les notions de mesurabilité et intégrabilité sont
bien définies (remarque 8.36).

t. p doit étre bien plus lisse que notre g, et d’ailleurs 1’existence d’un tel p n’est pas évidente.
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11.1 Inégalité de Young

11.1 Définition (Produit de convolution). Le produit de convolution de f, g :
R"” — R est

frg(x):= - flx —y)g(y) dy, (11.6)

défini pour les z € R tels que la fonction y — f(z — y) g(y) a une intégrale.

D’apres 1'exercice 10.12, la définition du produit de convolution a aussi un
sens pour des classes f et ¢g. Dans la suite, nous travaillerons soit avec des classes,
soit avec des fonctions boréliennes. (Rappelons que dans chaque classe nous pou-
vons choisir un représentant borélien; voir 'exercice 10.14 a).)

11.2 Théoreme (Inégalité de Young). Soient 1 < p,q < o telsque 1/p + 1/q >
1. Soit 1 < r < oo défini par l'égalité 1/r = 1/p+ 1/q — 1. -

Soient f € L?(R™), g € L4(R"™). Alors :

a) Le produit de convolution f * g est défini presque partout et définit une
fonction Lebesgue mesurable.

b) Nous avons f = ge L"(R") et

If = glr < 1F)ze llglze- (11.7)

o

c) Sil/p+ 1/q = 1 (et donc r = o0), nous avons les conclusions plus fortes
suivantes : f = g est défini en tout point, et | f = g(x)| < ||f] s |lg]lLe, V& € R™.

Exercices

L’exercice suivant montre que le produit de convolution est commutatif.

11.3 Exercice. Nous avons f = g(x) = ¢ * f(z), au sens ot 'une de ses quantités existe si
et seulement si l’autre existe et dans ce cas elles sont égales. o

Démonstrations

Démonstration du théoréme 11.2. Nous pouvons travailler avec des fonctions boréliennes (jus-
tifier).

c) Par symétrie du produit, nous pouvons supposer p < o (justifier). Avec h(y) := f(z—
y), I'inégalité triangulaire 6.23 a) et 1'inégalité de Holder donnent

|f # gl(z) < flh(y)g(y) dy < |h]e lglee = 1 flze [9lLe, Ve RY
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Convolution 11.1 Inégalité de Young

(justifier la derniere égalité), ce qui au passage montre que f * g est défini en tout point
(justifier).

a) + b) Supposons maintenant 1/p + 1/¢g > 1 et donc 1 < r < co. Il suffit de traiter le cas
des fonctions positives. En effet, si les conclusions du théoréme sont vraies pour | f| et
lg|, alors f * g(x) est défini pour tout x tel que |f| = |g|(z) soit fini, et pour un tel z nous
avons

fxg(@) = fr*g4(@) = frrg-(z) = f-xgi(x) + f- % g ()

et

|f = gl(z) < |f|*|g](z),

d’ot1 les parties a) et b) du théoreme (justifier).

Si f, g sont boréliennes positives, alors f * g(z) existe (mais peut étre infini) pour
tout z, car il s’agit de I'intégrale d"une fonction borélienne positive (vérifier que y —
f(z—y) g(y) estborélienne). Il suffit donc de montrer (11.7), car dans ce cas nous avons
f#ge Z"(R") etdonc f * g(x) < oo pour R"\4, avec A — R" borélien négligeable.
De maniere équivalente, (11.7) donne que y — f(z — y) g(y) est intégrable pour tout
x € R™\A (ce qui donne la partie a) du théoreme).

Notons les relations suivantes:p < r,q¢ < ret1/r+(1—p/r)+(1—gq/r) = 1. En utilisant
ces faits et ’exercice 10.22 (avec k := 3, p1 := 71, p2 := (rp)/(r —p), ps := (rq)/(r — q) et
la convention 1/0 = c0), nous obtenons, pour tout x € R™ et avec h(y) := f(z —y) :

frgla) = f (R (y) g2 ()] R P/ (y) 99" () dy
< B/ g 1 WP L omion 19T | peari—a)

1— 1—
o i 12 L i Pl

1/r -y -y
—p/Tr —q/Tr
([ re-nawa) 1z 65
(vérifier et justifier les deux dernieres lignes, en considérant séparément les cas ou

p=rouqg=r).

Ceci implique (via le théoreme de Tonelli)

Il = [ g ae <117 lali [ ([ £ aa) o
Uit [ ([ - wde) g0 dy = 151 Lol
R \JRn

(vérifier), d’ot1 (11.7). CQFD
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