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12.13 Théorème.

a) (Critère de Dini) Soit x0 P R. S’il existe deux nombres fpx0˘q et une fonc-
tion G P L 1ps0, πrq telle que

|fpx0˘q ´ fpx0 ˘ yq| ĺ y Gpyq, @ 0 ă y ă π, (12.18)

alors

Snpfqpx0q Ñ
fpx0`q ` fpx0´q

2
quand n Ñ 8. (12.19)

b) En particulier, (12.19) est vraie si f a des limites latérales fpx0˘q en x0, et
les limites

lim
yÑ0

fpx0 ˘ yq ´ fpx0˘q

y

existent et sont nies.

c) (Théorème de Dirichlet) En particulier, (12.19) est vraie en tout point x0 P
R si f est « dérivable par morceaux ».

Si, dans le théorème précédent, nous voulons abaisser la condition de régula-
rité sur f de « dérivable » à « continue », alors la bonne notion de convergence est
celle de convergence en moyenne (théorème de Fejér 12.15), la moyenne étant dénie
ci-dessous.

12.14 Dénition. Si f P L 1, nous posons

Tnpfq :“
S0pfq ` S1pfq ` ¨ ¨ ¨Snpfq

n` 1
, @n P N.† (12.20)

12.15 Théorème (Théorème de Fejér).

a) Soit x0 P R. Si f a des limites latérales nies fpx0˘q en x0, alors

Tnpfqpx0q Ñ
fpx0`q ` fpx0´q

2
quand n Ñ 8. (12.21)

b) Si f est continue, alors Tnpfq Ñ f uniformément quand n Ñ 8.

De manière équivalente, soit f P Cpr0, 2πsq telle que fp0q “ fp2πq. Alors
Tnpfq Ñ f uniformément sur r0, 2πs quand n Ñ 8.

†. pTnpfqqn est la moyenne de Cesàro de pSnpfqqn.
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