Petru Mironescu Mesure, intégration, éléments d’analyse fonctionnelle

12.13 Théoréme.

a) (Critere de Dini) Soit z € R. S’il existe deux nombres f(xy+) et une fonc-
tion G € £*(]0, 7[) telle que

|[f(zot) — fzo £ y)| <y Gly), VO <y <, (12.18)

alors

f(o+) + f(mo—)

Salf) o) — T2

quand n — oo. (12.19)

b) En particulier, (12.19) est vraie si f a des limites latérales f(z¢+) en zy, et
les limites

lim f(zo £y) — f(zoL)
y—0 Yy

existent et sont finies.

¢) (Théoreme de Dirichlet) En particulier, (12.19) est vraie en tout point x, €
R si f est « dérivable par morceaux ».
R—->C olerumll M fmmmu,( 21 - + H= I k)
Thipine EWJ f\f/rxc/R S.f)) = ce )i e "'4" 7{&/—“ )7 //7() '{;*,’f{
=
Si, dans le théoreme précédent, nous voulons abaisser la condition de régula-
rité sur f de « dérivable » a « continue », alors la bonne notion de convergence est
celle de convergence en moyenne (théoreme de Fejér 12.15), la moyenne étant définie
ci-dessous.

12.14 Définition. Si f € Z!, nous posons
So(f) + S1(f) + - Su(/f)

Tuf) = n+1

 VYneNt (12.20)

12.15 Théoreme (Théoréme de Fejér).
a) Soit zp € R. Si f a des limites latérales finies f(zo+) en x, alors

f(xo+) + f(z0—)
2

T.(f)(zo) — quand n — 0. (12.21)

b) Si f est continue, alors 7,,(f) — f uniformément quand n — oo.

De maniere équivalente, soit f € C([0,2n]) telle que f(0) = f(2x). Alors
T.(f) — f uniformément sur [0, 27| quand n — .

t. (Tn(f))n estla moyenne de Cesaro de (S,,(f))n.-
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Exercice #7. Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique définie sur [—7, 7|

par f(x):=|sit
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