
Demonstration 3

une fonction 1 : I estc-derivable en un point zo "' fest differentiable en to et
les equations de C-Ry soni satisfactes.

sens direct

fest C-derivable en zo s

f (201 = YIM flothl-fN

existe et est Independante de la maniere dont n= 0 dan I.
Posons z = X + iyet f(z) = M + iV , OU M = MIX ,y) et v = r(X ,y) sont Deux fonctions relles a
deux variables reelles &

Letaux d'acrossement 11z0th)-f1z0) n dolt avoir une limite independante de la direction
den

on calcule en approchant selon les axes :
S

· n reel (n : AX)

Im M(Xo + AX , y0) - M(Xo , yo) + i [V(xotAx , y0) - UKXo ,You
= ux + iVX

AX- 8 AX

· nimaginaire pur (h = lay)
IM M(XO , yo +AY) - M(X0 , 40) + i[U(X ,Got Xy) - VIXO1YOS]

= ry-idly
Ay-8 AY

Pour que cel deux limited solent egales , 11 faut que ux = Vy et My = -Ux portant que les
equations de Cauchy-Riemann solent satisfactes .

l'excitance de la limite h + 0 du quotient 1(zoth)-1(z01/h vient de la condition de C-derivabilite
/

surf , et comme pour lad-derivabilite cente limite est independante de h , unpert blen approcher
localement1 par une function affine 1 : /R" IR'differentiable sur IRs , donc surtout le
plan complexe .

sens reciproque
(1f(z) = M(X,y) +ir(x ,y) est differentiable en zo = Xotigo , alors on pers ecrire

1)(toth) - f (t0) = MxMe +Myhz + i (rxm + Vy(z) + 0) nithil
arec h = un + inc , he = AX , R2 = Ay .

-

Avec les equations de Cauchy-Riemann , Ux = by et My = - ux , on optient

1) zoth) - f(z0) = Vyna-Uxhc + i(Uxhe + Vyhz) + O((n))

Factorious :

1 (z0th) - f(za) = (Vy + iUx)(he + inc) + OClu))

son pluce parn et on considere la limite quand . h tend verso :

f(zoth) - f(t0)IIM = rytiux independantment denn+ 0 U



Alors lette limite existe pour fort pointzo et donc on obtient la derivabilite complexe,
arec f'(to) = Vy + iUx.


