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Exercice 1.

1. (a) Comme ¢ est continue sur le compact K = I x 0/, ¢ est bornée et donc intégrable sur K.
Le théoreme de Fubini s’applique et on a

RECE /@A </I gp(z,t)dt) dz = /I (/M @(z,t)dz) dt

(b) Par le théoréeme de Goursat, pour t € I,

/ o(z,t)dz =0
oNn

En intégrant par rapport a t € I et en utilisant la question précédente, on déduit que

/aA F(2)dz =0

Par le théoreme de Morera, f est holomorphe.
2. D’apres le cours, la série de Laurent de f contient nécessairement une infinité de termes singuliers.

3. L’homographie h(z) = Z—j est un biholomorphisme du demi-plan {z € C : &(z) > 0} sur le disque
unité ouvert D(0,1).

Exercice 2. Exercice déja corrigé en TD.

Exercice 3. 1. Le dessin est laissé au soin du lecteur. Une paramétrisation de I'p est donnée par
VRV YRV VRV Vs 01

Yh(t) =t pourt € [-R,R],

Y%(t) = R+it pour t € [0,2],

v3(t) = =t +2i pourt € [~R,R],
Yp(t) = —R+1i(2—1t) pourte|0,2].

2. On a cosh(w) = 0 si et seulement si e¥ +e~% = 0 si et seulement si e?¥ = —1 = €™ si et seulement

siw € ig + imZ. Comme w — sinh(w) est non nul en de tels points, ce sont des zéros simples.

—2iTz

3. Comme de plus e ne s’annule pas, a et b sont des poles simples de la fonction

6722'7r§z
f(z) = cosh(mz)

La proposition 99 du cours s’applique. On trouve

eﬂf 637r§
Res(f, CL) = F? Res(f, b) = -

1T



4. Sauf aux deux points a, b, f est holomorphe dans I'intérieur €2 d’un rectangle contenant I'r. €2 est
étoilé, donc le théoreme des résidus s’applique :

f(2)dz = 2im(Res(f,a) + Res(f,b)) =2 (6”5 - 63”5)
VR

5. Pour y € [0,2], on a
‘ 6—2i7r§(R+iy)‘ — 2Ty < int

et
TR+imy _ —mR—imy TR _ _—7R
lcosh(m(R + iy))| = | . > ——
D’ou
2 4647r§
R+iy)dyl < —— — 0
/0 J(B +iy) y‘ et —emR Rt

De méme, pour y € [0,2], on a

’ ef2i7r£(fR+iy)’ — 2y < oAnt

et
—nmR+imy _ ,mR—imy R _ ,—7R
jcosh(r(~R +iy))| = | ‘ S
2 2
D’ou,
2
li —R+ 1y)dy = 0.
R—1>I—Ii—loo/0 f(=R +iy)dy
0. 424 2i
z42im _ —z—w z _ ,—z
cosh(z + 2im) = 26 = 26 = cosh(z),

donc cosh est 2im pérodique. Ainsi, en utilisant le changement de variable z = w + 2i,

o—2imé (w+2i)
/ f(z)dz = —/ flw+2i)dw = —/ ———dw = —64”5/ f(2)dz
[R+24,— R+2i] [—R,R] —r,r cosh(mw) [—R,R]

1
cosh(mx)

7. Notons que la fonction g définie par x — g(x) = appartient & L' (R) puisqu’elle est continue

et g(z) ~ 2e ™l lorsque |z| — 400. En particulier, on peut passer a la limite R — 400 dans
I’égalité établie a la question 4 et conclure, a ’aide des questions 5 et 6, que

(1= e*)g(6) = 2 (7 - *¢)

et donc
ems — 37t oomel— e?m¢ - 1 2

p —_9- = - 3 — —
g(g)_2 1 — edné =2e 1—64”5_26 1+627r§_6—7rf+e7r§_g(€)

g n’est pas I'unique fonction laissée invariante par la transformée de Fourier. On a vu' en TD que
. N s
la gaussienne z — g(z) = e” ™ vérifie également cette propriété.

Exercice 4.

1.
F(z)M{ M ? _ F(z)exp((z — 1) In M) exp(—zIn M)

1+ez 1+ez

est holomorphe dans € (resp. continue sur Q) comme quotient de fonctions holomorphes (resp.
continues) dont le dénominateur ne s’annule pas, puisque |1 +ez| > 1+ ex > 1 si z € Q. De plus,
pour |z| > 1/,

G(z) =

[ '] oo max,eo,1) (MM ")

E‘Z‘ -1 |z| =400

G(2)] <

1. au changement de variable y = 27z pres




2. Siz=R(2) =0, alors |F(2)| < Mo, |(Mo+¢€)*" = (Mo + )7L, |(Mi+€) | =1et |1 +ez] > 1,
donc |G(2)| <1 De méme, si x = 1, alors |F(2)| < My, |[(Mo+e)* Y =1, [(Mi+€) 2| = (M1 +¢)~!
et |1+ ez| > 1, donc |G(z )] <1

3. Comme lim,|_,, o G(z) = 0, G holomorphe dans (2 et continue sur Q, le principe du maximum
s’applique :

|G(2)| < sup |G(2)| <1
z€00)

D’ou, pour tout z € €,
[F(2)] < (Mo + €)' ™" (Mi + ¢)*|1 + ez]

En faisant tendre ¢ — 0, on obtient 'inégalité désirée.

Exercice 5. 1. Soient I (respectivement .J) un intervalle compact contenant le support de f (respec-
tivement g), Z5 (respectivement Z;) I’ensemble des zéros de f (respectivement g). Alors

F(z) = / ™5 £ () [ PO f(2) |9(€)| PO g(€) dad,
(INZf)x(J\Zg)

Par définition, 1/P est affine donc holomorphe. Par composition avec I'exponentielle complexe,

Z e‘2imf|f(x)|%71f(az) |g(§)\%flg(f) lest aussi. Par le raisonnement de la question 1 de
lexercice 1 (appliqué deux fois de suite), F' est holomorphe dans 2. De plus, pour z € Q,

7272 (@) P 7 £ (&) 19(6) P ()] < 1 (@) P g &) PR M
Comme P(R(z)) € [1,2], on déduit que pour toute constante M > 1 majorant |f| et |g|,
27 (@) 7 (@) g€ 7O ()] < M

Par le théoreme de convergence dominée, F' est continue sur € et im0 F(z) = 0. De plus,
pour R(z) =0, P(R(z)) =1 et on déduit de (1) que

[F(2)] < [f(@)Plg(€)Pdads = [ 170wyl 0w =1
RxR
tandis que pour R(z) = 1, P(R(z)) = 2 et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
FEI< [ 1@l Edsds = 11 ol =1
X

En appliquant ’exercie 4, on conclut que pour tout z €  ,
[F(z) <1

2. En choisissant z € [0,1] tel que P(z) = p, Pexpression de F(z) se simplifie et nous venons de
montrer que

£)de[ <1
D’apres I'indication, on déduit que pour tout f € C.(R) tel que ||f[|zrm) =1,

Hf”Lp’(R) <1

L’espace C.(R) étant dense dans LP(R), il suit du théoréme de prolongement des applications
uniformément continues vu en analyse fonctionnelle que la transformée de Fourier se prolonge en
une application continue de LP(R) dans L¥ (R)



