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et la décomposition matricielle LU
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§ 1 Introduction

La résolution des systemes d’équations linéaires est un probleme central en algebre linéaire.
On considere le cas le plus fréquent, lorsqu’il y a autant d’équations que d’inconnues. Par
exemple, un systeme a n équations et n inconnues, pour n > 1, s’écrit

alry +alvy + ...+ alr, =b
airy +adre + ...+ air, = by
alry +ad’zy+ ... +az, =b
nvl n+2 ntn n

1.1.1. .— Il existe plusieurs types de méthodes pour résoudre de tels systemes d’équations :
i) par calcul de déterminants,
ii) par élimination gaussienne, ou méthode du pivot de Gauss,
iii) par les méthodes itératives.

1.1.2. Exemple.— Par exemple, pour n = 2, on considere le systeme

r+2y =3
dr+5y =6
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d’inconnues x et y.
Par élimination :

Ly r+2y =3
Ly | 4z +5y =6
Ly | 242y =3
Ly |z+2y =3
L, y =2
On effectue alors la substitution de y = 2 dans L :
Ly |z+2y =3
L -3y =—6
Ce qui donne
Lily<2] |z+4 =3
L, -3y =—6
On a ainsi résolut le systéme :
r =-—1
y =2

Par le calcul de déterminants, en utilisant les formules de Cramer permettant de calculer les
solutions du systemes a partir du déterminant :

i 7|

6 5| 3.5-2.6 3

T = = == -1
1 2| 1-5-2-4 -3
M
13

_‘4 6‘_1-6—3-4_—6_2

YT 2| T 15-2.4 3 7
05

voir le poly de AMALA A

Les deux approches ne sont pas équivalentes sur le plan calculatoire, si ’on compare le
nombre d’opérations, et notamment lorsque n est grand. Par exemple, 1’ordre de grandeur n =
1000 reste modéré comme taille d’un systéme en calcul scientifique.

Les formules impliquants des déterminants de grandes matrices ne sont pas efficaces. Par
exemple, la méthode de Laplace du calcul du déterminant d’une matrice n X n nécessite un
nombre d’opérations proportionnel & n!, on dit que la méthode est de complexité O(n!).

La méthode d’élimination gaussienne, appelée également méthode par pivor de Gauss, est
plus efficace avec un nombre d’opérations proportionnel a n?, ¢’est-a-dire en O(n?). L’algo-
rithme de Strassen posséde une meilleure complexiité en O(n*807).

On peut écrire le systeme précédent sous forme matricielle :

Ax = b,

1 2
4 5
consistera a factoriser la matrice A de la facon suivante :

=l 5]

avec A = [ ], X = [ "; }, b = [ 2 } On montrera que la méthode par élimination

appelé décomposition LU.
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§ 2 Géométrie des équations linéaires

Considérons le systeme d’équations suivant
20—y =1
rT+y =95

d’inconnues x et y. On peut regarder ce systéme par lignes ou par colonnes.

1.2.1. Par lignes. — Les deux droites se croisent en un point (2, 3) qui est solution du systeme.

Jax-y =4
\(:{ M ) :(zJ = ntercectren

(0,0

@@’ | ‘;3}\\

x4y=5

1.2.2. Par colonnes.— On écrit le systeme sous la forme

L3l 1)

Le probléme consiste a trouver une combinaison linéaire des deux vecteurs dans le membre
de gauche qui égal au vecteur du membre de droite.

1]-3fi el

On montre que 1’on a la relation

[ [F =1
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1.2.3. .— Considérons le systeme d’équations suivant

2r+y+z =95
4o + -6y = —2
—2x4+Ty+2z =9

Par ligne, chaque équation décrit un plan de R?.
Les deux plans ont pour intersection une droite. Le troisieme plan intersecte cette droite en
un point (z,y,2) = (1,1,2)

- A X4 ?‘UH_ZE-.- O

qui est solution du systtme. Un de nos objectifs sera de donner une telle interprétation
géométrique pour n équations.
Par colonnes, I’interprétation du systeme donne

2 1 1 5
x| 4 | +y| 6 |+2]0|=| -2
—2 7 2 9
On montre que
2 1 1 5
11 4 (41| -6 |+2|0]|=]| -2
-2 7 2 9
1.2.4. Cas ou il n’y a pas de solution.— Cas n = 2. Considérons le systeme d’équations
suivant
r+2y =3
dr +8y =6

d’inconnues x et y.
Deux droites parall¢les, et donc il n’y a pas de solution au systeme.
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Y

1 WZ;%
9x+8(7 £l

Cas n = 3. Considérons le systeme d’équations suivant

2r4+y+2z =95
dr+2y+2z =11
r+y+z =6

d’inconnues z, v, 2.
Nous avons deux plans paralleles, donc il n’y a pas de solution.

4x+2:71'2%=41

Considérons le systeme suivant :

Il n’y a pas d’intersection, donc pas de solution au systeme.

Ly +L2 |3x+y+4z =7
L2 204+ 3z =5
Ly | 3v+y+42 =6

Le systeme est inconsistant.
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1.2.5. Cas ou il y a une infinité de solutions. —
Ly r+y+z =2
Lo 20 4+ 3z =
L3 3 + Y +4z =7

Ona L; + Ly, = L3 et donc le systeme est équivalent a

Ly |z+y+2z =2
Lo — 214 —2y+z =1

x+3275

L’intersection des trois plans est une droite, d’équation
r+3y=1 2y+z=1.

Il y a ainsi une infinité de solutions.
On considere le systeme

r+y+z :b1
r+y+z :b2

Les trois plans sont paralleles si by # by # bs. Dans ce cas, il n’y a donc pas de solutions.
Par contre, si b; = by = b3, les trois plans sont confondus et il y a une infinité de solutions.

§ 3 Un exemple d’élimination gaussienne

On considere le systeme
2r+y+z =95
dor — 6y = —2
—2x+Ty+22z =9

que I’on écrit
Ly 2¢ +1ly+ 12 =5

L, dr — 6y + 0z = -2
L3 | 2x+Ty+2z =9
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L’élimination gaussienne consiste a résouddre ce systeme en le transformant sous une forme
triangulaire.
Soustraire L; aux deux autres équations :

Ly |22+ 1y+ 12z =5
Ly=1Ly—2L; | Ox — 8y —2z = —12
L3 =L3+ Ly | Ox+8y+3z =14

2 est le premier pivot.

Ly | 2x+1y+1z =5
L, | 0z —8y—2z =—12
L3"=L4i+ L, | Oz 4+0y+1z =2

—8 est le deuxieme pivot et 1 est le troisieme pivot.
On va alors résoudre le systeme par substitution de bas en haut.

Ly 2+ 1ly+1z =5
Lilz<+2] | Ox — 8y —2.2 = —12
L3 | Oz+0y+1z =2

Lily+ 1,22 | 22411412 =5
Ly | Orx+1y+0z =
L3" Or +0y+12z =2

Lijx 1] | La+0y+0z =1
L, | Ox+1y+0z =1
L3" | 0z +0y+1z =2

§ 4 Formulation matricielle de I’élimination gaussienne

Le systeme
2r4+y+z =95
dor — 6y = —2
—2x+Ty+22z =9

s’écrit sous forme matricielle en

Ax =D,
avec
2 1 1 x 5
A = 4 -6 0 |, x=|uvy |, b= | -2
-2 7 2 z 9
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1.4.1. Description matricielle de I’élimination. — Soustraire ; a la deuxiéme équation :

Ly 20+ 1ly+1z =5
Ly =1Ly—2L, Or — 8y —2z = —12
L3 | 22+4+Ty+2z =9
On considere la matrice
1 00 5 2 1 1
E=|-21 0|, on a Eb=| —12 |, EA = 0 -8 —2
0 01 9 -2 7 2
Notons que 1’on peut faire le calcul par colonne
EA = E[A]l A? A% =[EA! EA? EA?Z).
Ainsi, notre systeme se réduit a
Ly 20+ 1ly+1z =5
L, Orx — 8y — 2z = —12
L3 | —2z2+4+Ty+2z =9
qui correspond a
EAx = Eb.
Procédons aux autres étapes d’élimination :
Ly | 2z4+1y+1z =5
L, | 0z —8y—2z =—12
Ly« Ly+ Ly | 0z +8y+3z =14
On considere la matrice
1 00 5 2 1 1
F=]101 0|, on a FEb=| —-12 |, FEA=| 0 -8 -2
1 01 14 0 8 3
Ainsi, le systeme s’écrit
FEAx = FEb
On poursuit I’élimination :
Ly |22+ 1y+12z =5
L, | 0z —8y—2z =—12
LY« L+ Ly | Oz +0y+1z =2
On considere la matrice
100 5 2 1 1
G=|(010], on a GFEb = | —12 |, GFEA=|0 -8 -2
011 2 0 0 1

Ainsi, le systeme s’ écrit
GFEAx = GFEDb
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avec
1 00 1 00 1 00
E=|-210], F=(01 0], G=|0120],
0 0 1 1 01 01 1
Ordre de I’élimination

1 00 1 00

GFE=|010|E=| -2 10

1 11 -1 1 1

pour resoudre le systtme Ax = b on va resoudre le systeme équivalent

5
Ux=c¢c ou c=| —12 et U=GFEA

Comme U est une matrice triangulaire superieure on a z directement de la derniere ligne puis y
de la deuxieme avec z déja trouvé, etc

2 1 1 x 5
0 -8 -2 y | =] —12
0 O 1 z 2

On remarque que A = E7'F!G~1U. Comme E, F et G sont des matrices triangulaires
inferieures leur produit 1’est aussi. On note ce produit L = E~'F~1G~!. Ces matrice ont que
des 1 sur la diagonale et par consequence les inverses de E, F', G et L sont faciles a calculer :

1 00 1 00 1 0 O
E'=]1210], F'=| 0 10|, G!'=[0 1 0],
00 1 -1 0 1 0 -1 1
et leur produit
1 0 0
E'F'G'=| 2 1 0
-1 -1 1
Finalement, on a une presentation de A comme un produit de L et de U :
1 0 O 2 1 1
2 1 0 0 -8 =2 |=A
-1 -1 1 0 0 1
1.4.2. Resumé de la méthode LU.— Pour resoudre une équatipon matricielle Ax = B par

la méthode LU

1. Presenter A comme un produit de L, une matrice triangulaire inférieure, et U, une matrice
triangulaire supérieure : A = LU

2. Trouver le vecteur c tel que Lc = B.

3. Resoudre Ux = c, le vecteur x sera une solution de Ax = b

§ 5 Exercices

1.5.1. Exercice.— A quelle condition une matrice triangulaire est-elle inversible ?
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1.5.2. Exercice.— Calculer les produits FGH et HGF, avec

1000 1000 1000
2100 0100 0100
F_0010’G_O210’H_0010
0001 0001 00 21
1.5.3. Exercice.— A quelle condition la matrice a suivante est-elle inversible ?
1 0 O d 0 0 1 -1 0
A=|-1 1 0 0 dy O 0o 1 -1
0 -1 1 0 0 ds 0 0 1
Résoudre le systeme suivant
1 1 0 O
Lc=b, avecb=|2|etL=| -1 1 0
3 0 -1 1
En déduire la solution du systeme Ax = b.
1.5.4. Exercice.— Factoriser la matrice
2 3 3
A=1057
6 9 8
sous la forme LU, puis résoudre le systeme suivant
2
Ax = | 2
5
1.5.5. Exercice.— Factoriser sous forme LU les matrices suivantes
5 1 311 111
A:{S 7], A={(13 1], A=|1 4 4
11 3 1 4 8
1.5.6. Exercice.— Résoudre en utilisant des décomposition LU et des matrices de permuta-
tion des lignes, les systemes suivants
r+4y+2z = -2 y+z =1
—2rx —8y+3z =32 r+y =0
y+z =1 r+y+z =2
1.5.7. Exercice.— Calculer les factorisations PA = LU pour les matrices suivantes
011 1 21
A=|101], A=1|2 4 2
2 3 4 111
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1.5.8. Exercice.— Factoriser sous forme LU la matrice suivante
a a a a
A a b b b
a b ¢ c
a b ¢ d
1.5.9. Exercice.— Factoriser sous forme LU les matrices suivantes
1 10 a a 0
A=11 2 1/, A=|a a+b b
01 2 0 b b+c

11
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§ 1 Vecteurs orthogonaux et sous-espaces orthogonaux

2.1.1. Norme d’un vecteur de R?. — Soit x un vecteur de R?. Considérons la base canonique

o= (5] 17])

de I’espace R2. Dans cette base, le vecteur x se décompose de facon unique sous la forme :

cen[1]eu0]

On appelle norme du vecteur x le réel

2.1.2. Exemple.— On considere le vecteur x = [ ; }

2.1.3. .— Considérons R™ muni de sa base canonique

Can = (c1,¢Ca,...,Cp),
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ou, pour 1 < ¢ < n, c; est le vecteur dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui qui est a la ¢
eme ligne qui est égal a 1 :
-0 1

C;, = 1 1

0

Soit x un vecteur de R" exprimé dans la base canonique :
L1
X = x1C1 + Z3Co + ...+ x,Cp =
Tn
2.1.4. Norme d’un vecteur de R".— La norme du vecteur x est le scalaire défini par
2 2 2 2
Ix||* =27+ 25+ ...+ 2.

Matriciellement, cela s’écrit également

L1
||XH2:XTX:[x1 To - xn] Tn,
1
2.1.5. Exemple.— Considérons le vecteur x = | 2
3
1
Considérons le vecteur x = 2
-3
2.1.6. Vecteurs orthogonaux.— Comment tester 1’orthogonalité de deux vecteurs ?
X = -1 ety = 4
2 |72
Ona

o[ ][1] e

Les cotés d’un trinagle rectangle sont x, y et x — y.
Le théoreme de Pythagore montre 1’égalité suivante :

Il + Iy l* = Ilx = yI*.
L1 Y1
Avec x = Do lety = : |, cette formule donne

Tn Yn

@i+ +2)+ Wi+ ) =@ —n)’+.. . + (@ — )’

(@4 a2+t Ay =@+ D) (YA ) = 2Ty — e — 2T
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2.1.7. Le produit scalaire et orthogonalité. — On appelle produit scalaire des vecteurs x et
y, le scalaire

n
Xy)=zi+. ATy =xX'y=[a1 22 - 2, | [ %] =2+ + 20l

On pourra remarquer que ||x||* = (x, x).
Deux vecteurs x et y sont dits orthogonaux si

XTy =0.

Remarques. Le seul vecteur orthogonal a lui-méme est le vecteur nul. En effet, si x est un
vecteur de R” tel que (x,x) = 0. Alors x'x = 0 et donc ||x||* = 0. D’ot ||x|| = 0 et donc
x =0.
Le vecteur nul O est le vecteur orthogonal a tout vecteur de R". En effet, pour tout vecteur
x de R™, on a
T1

(0,x)=0'x=[0 --- 0] . = 0.

2.1.8 Proposition. — Soient vy, ..., vy des vecteurs non nuls de R"” tels que
v/ v; =0, pour tout i # j.
Alors les vecteurs vy, . . ., vi sont linéairement indépendants.

Preuve. On doit montrer que

Il
=

AMVi+ ...+ v =0 implique Al =...= X\
Supposons donc que
)\1V1—|—...—|—)\kvk =0.

On a
VI()\1V1 + ...+ )\ka) = 0,

soit
)\1V1TV1 + ...+ )\kvlTvk =0

Comme v{ v; = 0, pour tout j # 1, on en déduit que
Mv] vy =0.

Soit A [|v{||* = 0. Or vy # 0, donc ||v1]|? # 0. D’olt A\; = 0.
On procede de la méme facon pour X\, . .., \; et montrer que
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Exemple. La base canonique de R"
Can = (cy1,Ca,...,Cp),

forme une base de R™ de vecteurs orthogonaux deux-a-deux. En effet, pour tout i # j, on a
Te
c,c; =0.
Les vecteurs c; sont également unitaires, ¢’est-a-dire sont de norme égale a 1 :

llci|| = 1, pour tout 1 < i < n.

2.1.9. Sous-espaces orthogonaux. — On veut étendre la notion d’orthogonalité entre vecteurs

en une notion d’orthogonalité entre sous-espaces. Etant donnés deux sous-espaces V' et W de
R™, I’'idée que V soit orthogonal a W s’exprime en disant que tout vecteur de V' est orthogonal
a tout vecteur de V.

Exemples. Les sous-espaces vectoriels de R? sont de dimension 0, 1, 2 ou 3.

i) I’espace vectoriel nul {0}, de dimension 0, est orthogonal a tous les sous-espaces. En
effet, on a 0"x = 0, pour tout x € R?.

ii) Soient U et v deux vecteurs de R3. Soit
RU = {\U € R® X\ € R}

la droite portée par U et soit Rv la droite portée par v définie de la méme facon. Les deux
droites sont orthogonales si U'v = 0.

iii) Soit
R(U,U) ={AU+ XU |\, N e R}
le plan engendrée par deux vecteurs U et U’. Une droite Rv engendré par un vecteur v

est orthogonale a ce plan si v w = 0 pour tout vecteur w du plan R(U, U’). Autrement
dit, si

viU=0, et v U =0.

iv) Deux plans ne peuvent pas étre orthogonaux. En effet, soit ils sont paralleles, soit ils se
coupent en une droite.

2.1.10. Orthogonalité de deux sous-espaces.— Deux sous-espaces vectoriels V et W de R”
sont dits orthogonaux si tout vecteur de V' est orthogonal a tout vecteur de W. C’est-a-dire si

v'w =0, pourtoutv €V ettoutw € V.

On note alors V 1L W.

2.1.11 Proposition.— Soit V' un sous-espace vectoriel de R™. Alors les sous-espaces V'
et V+ sont en somme directe.
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2.1.12. Exemples.— On se place dans R*. Considérons le plan V = R(u,v) et la droite
W = Rw, avec

1 1 0
u=|"Y — _—
RS ol HE
0 0 )
Onau'w=0etvw =0,doncV L W.
Considérons L = RM,,(’), avec
0
w = g
—4

Onaalors L L VetL L W.
Le seul sous-espace orthogonal ) L, V' et W est le sous-espace nul {0}. En effet, on montre
que le seul vecteur x de R* qui satisfait

est le vecteur nul.

§ 2 Sous-espaces remarquables associés a une matrice

2.2.1. Rappels des notations sur les matrices.— Soient m et n deux entiers naturels non
nuls. Une famille (a;)ggﬁ? ou, pour tous entiers ¢ et j, a;'» est un scalaire dans K, est appelée
une matrice de type (n, m) a coefficients dans K.

S’il n’y a pas de confusion, une telle matrice sera notée [a}] et représentée par un tableau de

scalaires a m colonnes et n lignes :

1 2 m
al al . e al
1 2 m
a2 a2 . .. a2
1 2 m
an a/n PR an

On note M,, ,,,(K) I’ensemble des matrices carrées de type (n, m) a coefficients dans K. Si
A € M, (K), on notera A, le coefficient de A de la j-ieme ligne de la i-igme colonne :

2.2.2. Espaces remarquables associés a une matrice.— FEtant donnée une matrice A de
M.,,.m(R), on considere les sous-espaces suivants

i) le noyau de A est le sous-espace de R"™ défini par

Ker(A) = {x € R™ | Ax = 0},
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ii) I'image de la matrice A est défini par
Im(A) = {Ax[x e K"},

iii) 'espace des lignes de A est défini par

lignes(A) = Vect(ey,...,e,) = {Z Aie; | A € K}
i=1

ouey,...,e, € K” sont les vecteurs lignes de la matrice A :
T
€
A= :
-
en

2.2.3 Proposition.— L’image d’une matrice A de M,,,,(K) est le sous-espace vectoriel de
K™ engendré par les vecteurs colonnes de A. L’image de A est donc appelée aussi I’espace des
colonnes de A et on note

Im(A) = colonnes(A) = Vect(cy,...cp),

avec
A:[Cl Cm]

Preuve. Ecrivons A selon ses vecteurs colonnes :

_ 1 2 m
A= [ a, | aZ ‘ a’ }
Pour tout vecteur
X1
X2
X = .
Tm
de K™, ona
X1
A _ 1 2 m X2 _ 1 4 2 m
X =\ a,|a; .| ag =xia, trea, + ... trya, .
Tm

Ainsi, Ax est une combinaison linéaire des vecteurs colonnes de A, autrement dit Im(A) est le
sous-espace vectoriel de K™ engendré par les vecteurs colonnes de A. [

2.2.4 Théoréme.— Pour toute matrice A de M,, ,,,(K), on a
Ker(A) L lignes(A).

Preuve. Soit x € KerA, avec

€
el
X2
X = et A= :
-
en

Tm
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On a
1 i) 0
A.X = E =
T
©n T 0
m
Donc
T1
T2 .
el-T . =0, pourtoutl <7< n.
Tm
Ainsi

e, L M,(=)0, pourtoutl <i<n.

et donc x est orthogonal a toute combinaison linéaire de vecteurs de lignes(A). D’ou
Ker(A) L lignes(A).

O
2.2.5. .— Considérons le noyau de la matrice transposée de A :

Ker(AT) = {y e R" | ATy = 0}.
Comme (ATy)" =y'A,ona:

Ker(A") = {y e R" |y"A = 0}.
2.2.6 Théoreme.— Pour toute matrice A de M,,(K), on a

Ker(A") L colonnes(A).

Preuve. Soity in Ker(AT), avec

A
y = :
Yn
Ona ATy =0, alors yA = 0, soit
| |
[ylyn] Cit -+ Cp :[OO]
| |
Ainsi,
chi =0, pour tout 1 <7 < m.
Soit
yT 1 ¢, pour tout 1 <7 < m.
Ainsi,

Ker(A") L colonnes(A).
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2.2.7. Exemple.— Soit

1 3
A=|26
3 9 |
On a Ker(A) = Vect( { _1 }) et lignes(A) = Vect( ;) ). Par ailleurs,
1 3 2
colonnes(A) = Vect(| 2 |), Ker(AT) = Vect(| 0 |,]| =1 1).
3 -1 0
2.2.8. Orthogonal d’un sous-espace.— Soit V' un sous-espace vectoriel de R". L’ensemble

de tous les vecteurs orthogonaux a V' est un sous-espace vectoriel de R", appelé espace ortho-
gonalaV.Onlenote V.

Preuve. On montre en effet que si x; L y et xo Ly, pour tout y dans V/, alors
()\1X1 + )\QXQ) 1 y.
O

2.2.9 Proposition. — Pour tout sous-espace vectoriel V' de R", les sous espaces V et V' sont
en somme directe.

Preuve. Soitx € VNV . Alors, en particulier, le vecteur x est orthogonal a lui-méme. Ainsi,
x=0.0

2.2.10 Théoréme.— Pour toute matrice A de M,, ,,,(K), on a
i) Ker(A) = (lignes(A))*,
ii) Ker(AT) = (colonnes(A)*

Preuve. Montrons I’assertion i). D’apres le théoreme (2.2.4), on a Ker(A) _L lignes(A). Donc
Ker(A) C lignes(A)~*
Par ailleurs, d’apres la proposition [2.1.T1] nous avons une somme directe
lignes(A) @ lignes(A)- C R™
Supposons que rg(A) = r, alors d’apres le théoréme du rang, on a
dimKer(A) =m —r.

De P'inclusion Ker(A) C lignes(A)*, on déduit que dim(lignes(A)*) > m — r.
De P’inclusion lignes(A) @ lignes(A)* C R™, on déduit que dim(lignes(A)L) = m — r et
donc Ker(A) = lignes(A)~+. On montre ainsi que

lignes(A) @ Ker(A) = R™
Pour montrer 1’assertion ii), on montre de la méme fagon que

colonnes(A) @ Ker(A') = R".
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2.2.11. Résolution de Ax = b.— D’apres 1’assertion ii) du théoréme I’espace des
colonnes contient les vecteurs orthogonaux a Ker(AT).
On considere I’équation
Ax =b.

Cette équation possede des solutions si, et seulement si, le vecteur b est dans I’espace
colonnes(A), autrement dit si, et seulement si,

y'b =0, pourtouty € Ker(A")
ou de fagon équivalente :
Th _ TA
y b=0, pourtoutytelquey A =0

2.2.12 Théoréme. — Soit A une matrice de M,, ,,,(R). Alors, pour tout vecteur b de colonnes(A),
il existe un unique vecteur x de lignes(A) tel que Ax = b.

Preuve. Pour tout vecteur b non nul dans colonnes(A), alors

| | 1
b=|c - cn
| | Tom
avec
| | 1
A=|c¢c - ¢, et X = :
| | Lo

Dans la preuve du théoréme [2.2.10] on a montré que
lignes(A) @ Ker(A) = R™
Comme b = Ax est non nul, on en déduit que x n’est pas dans Ker(A) et donc que x €
lignes(A).
Supposons qu’il existe x’ dans lignes(A) tel que b = Ax’. On a alors

0=b-b=A(x-—Xx).

Ainsi x — X’ € Ker(A) Nlignes(A). D’oux —x' = 0. O

§ 3 Exercices

2.3.1. Exercice.— Parmi les vecteurs suivants, quels sont les couples de vecteurs orthogonaux
1 4 1 1
2 0 | -1 |1
Vi= | 9| V27 |y Va= | 1| Y47 |
1 0 -1 1
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2.3.2. Exercice.— Trouver un vecteur x orthogonal a I’espace des lignes de la matrice A
suivante
1 21
A=|2 4 3],
3 6 4

un vecteur y orthogonal a I’espace des colonnes et un vecteur z orthogonal au noyau de A.

2.3.3. Exercice.— Déterminer tous les vecteurs de R? orthogonaux aux vecteurs
1 1
1], -1
1 0

Construire une base orthonormale a partir de ces deux vecteurs.

2.3.4. Exercice.— Donner un exemple de couple de vecteurs de R? linéairement indépen-
dants et non orthogonaux. Donner un exemple de couple de vecteurs de R? orthogonaux et non
linéairement indépendants.

2.3.5. Exercice.— Calculer la norme des vecteurs suivants
1 2
| 4 -2
Tlol| YT |1
2 3

Calculer le produit scalaire de ces deux vecteurs.

2.3.6. Exercice.— Donner une base de I’espace orthogonal a I’espace des lignes de la matrice
suivante
1 0 2
S

2.3.7. Exercice.— Soit P le plan de R? défini par I’équation x + 2y — z = 0.
Donner un vecteur orthogonal au plan P. Déterminer une matrice dont le noyau est le plan P.
Déterminer une matrice dont I’espace des lignes est le plan P.

2.3.8. Exercice.— Déterminer I’othogonal du plan engendré par les deux vecteurs
1 1
1 2
2 3
2.3.9. Exercice.— Montrer que le vecteur x—y est orthogonal au vecteur x+y si et seulement
si [[x[| = Iy ]l-
2.3.10. Exercice.— Soit F' le sous-espace de R* défini par I’équation

$1+I2+ZL’3+I4:O

Donner une base de I’orthogonal de F'.
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2.3.11. Exercice.— Soient GG un sous-espace vectoriel de R™ et F' I’espace orthogonal a G.
Existe-t-il une matrice dont 1’espace des lignes est F' et le noyau est G ? A partir d’une base de
F’, construire une telle matrice.

1
2.3.12. Exercice.— Donner une matrice dont I’espace des lignes contient le vecteur | 2 | et
1
1
dont le noyau contient le vecteur | —2 |, sinon montrer qu’il ne peut exister une telle matrice.
1
2.3.13. Exercice.— Pour chaque cas suivant, construire une matrice A qui satisfait la pro-
priété ou montrer qu’il ne peut pas exister de telle matrice
1 2
a) L’espace des colonnes contient les vecteurs 2 et | —3 | et le noyau contient le
-3 5
1
vecteur | 1
1
1 2
b) L’espace des lignes contient les vecteurs 2 et | —3 | et le noyau contient le
-3 b}
1
vecteur | 1
1
1 1 0
c) L’équation Ax = | 1 | admet une solutionet A" | 0 | = | 0
1 0 0

d) A estnon nulle et chaque ligne est orthogonale a chaque colonne.

e) La somme des vecteurs lignes est le vecteur formé que de 1 et la somme des colonnes est
le vecteur nul.

2.3.14. Exercice.— Construire une matrice A de M,,(R) sans terme nul et dont les vecteurs
colonnes sont deux a deux orthogonaux. Calculer AT A.

2.3.15. Exercice.— Soit A une matrice inversible de M,,(R). La premiére colonne de A"
est orthogonale a I’espace engendré par quelles lignes de A ?
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CHAPITRE
3

Décomposition matricielle QR

§1 Cosinus et projection sur une droite

3.1.1. Cosinus d’un angle. —

Par définition, on a

. a2 ai
sina = — coso = —
lall all
. by by
sin f = —/— cosff = —
b b
Ona
0=0—«
et donc
cos ) = cos B cos a + sin fsin «
soit
9 a1b1 + a2b2 aTb
cosf = = .
lall.[/bll [[all.|[bll

Le cosinus de I’angle 6 formé par les deux vecteurs a et b est donc donné par I’expression
vectorielle suivante :
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Remarques. Notons que 1’on a toujoursa'b = b a.
Par ailleurs, la valeur du cosinus ne dépend que de la direction des vecteurs a et b. En effet,
supposons que b’ = 2b, alors

a'b’ B a'2b _ a'b
all.[[b’[|  [lal]l.I2b]|  [lall.|[b]|"

3.1.2 Proposition.— Pour tous vecteurs a et b, on a :

b —afl* = [[b]|* + [la]|* — 2[|b||.||a]| cos 6.

Preuve. Si les vecteurs a et b sont orthogonaux, alors a' b = 0 et cos § = 0. L’égalité est donc
le théoreme de Pythagore.
Si les vecteurs a et b ne sont pas orthogonaux, on a

Ib—-al|?=(b—a)’(b—a)=b'b-b'a—a'b+a'a.
Par ailleurs, on a
Ibl|? + ||la]|?> — 2||b]|.||al| cosd = b b +a’a — 2||b||.||a|| cos 6.
On a ainsi
b —al* — [[b]|* — [la]* + 2[/b]|.|la]| cos § = —2a"b + 2|[b]|.||a]| cos 6.
a'b

L’égalité a démontrer découle ainsi de la formule du cosinus cos § = Tal o] U

3.1.3. Projection sur une droite.— On veut déterminer la projection orthogonale p du vec-
teur b sur la droite portée par le vecteur a :

2 at5

Ona

ou Z est un réel. Déterminons ce réel.
Par construction, les vecteurs (b — Za) et a sont orthogonaux. On a donc

a'(b—2a)=0
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Ainsi

Cette formule nous permet de définir la projection orthogonale du vecteur b sur la droite portée
par le vecteur a comme

a'b

Onacosf = Wet

lefl* = [Ib — p* > 0.

Ainsi, ,
b — ::—Za|y2 —b'b— 2(212)2 + (Z::) a’a>0
Dou T T T 2
(bTb)aT) = Wb
Ainsi,

(b'b)(a’a) > (a'b)?

qui démontre le résultat suivant :

3.1.4 Proposition (Inégalité de Schwarz).— Pour tous vecteurs a et b, on a

la"b| < [lal.|[b].

3.1.5. Remarque.— Comme H:T[ﬁ = cos 0, I'inégalité de Schwarz est équivalente a
|cos O] < 1.

C’est-a-dire
-1 <cosf <1.

On a I’égalité, si et seulement si le vecteur a est colinéaire au vecteur b, ¢’est-a-dire si cos = 1
soit @ = 0.
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3.1.6. Exemple.— Considérons la projection p du vecteur b sur la droite portée par le vecteur
a, avec

1 1
b= 2 et a=|1
3 1
Ona
~a'b 6 5
rT=—— = — =
a'a 3
2
Ainsip= | 2
2

3.1.7. Matrice de la projection. — On considere la situation

On a
a'b
p=—a
a'a
.
avec % € R. Donc
a'b aa'
p=a— = —5>.

a'a a'la

Ainsi, la matrice de la projection du vecteur b sur la droite portée par a est

-
p-22
a'a
1
3.1.8. Exemple.— La projection sur le vecteura = | 1 | est ainsi
1
111
T
P:i:g 111
aa 111
On vérifie que
1 111 1 2
-1 111 2 =12
511113 2
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3.1.9. Remarques.— On notera que la matrice P de la projection vérifie
i) P2=P,
ii) P est symétrique, c’est-a-dire que P = P,
1
iii) Im(P) = Vect(| 1 |)
1
1
iv) Ker(P) est le plan perpendiculaire au vecteur a engendré par les vecteurs | —1 | et
0
0
L,
-1
v) rg(P) =1

§ 2 Projections orthogonale et méthode des moindres carrés

Nous avons vu que I’équation Ax = b possede des solutions si b est dans ’espace colonnes(A).
Sinon, le systeme d’équation Ax = b est inconsistent et il n’y a pas de solution.
Par exemple, le systeme

2r = bl
3r = b2
4o = b3
by 2
possede des solutions uniquement si | by | est dans le sous espace Vect( | 3 |).
bs 4

En pratique, on doit pouvoir trouver une solution (approchée) dans tous les cas. Pour cela,
on peut essayer de résoudre le systeéme en ignorant une partie des équations. L’idée est de
minimiser 1’erreur que I’on fait en faisant cela.

Considérons I’erreur

E? = (22 — b))* + (32 — by)* + (4z — b3)*.

S’il existe une solution exacte, on a £ = 0.

2
Lorsque b n’est pas dans Vect(| 3 |), le graphe de E?(x) est une parabole :
4

|
ué"— L veecht A v.'m'-é"

Vi
s

#

I 4
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Ona

dE?
= 2[2(2z — by) + 3(3z — by) + 4(4z — b3)].
T
On cherche a résoudre
dE?
— = 0.
dx
3.2.1. Solution des moindres carrés.— La solution des moindres carrés de 1’équation
ax=>b

est
261 + 3[)2 + 4b3 . aTb

22 + 32 4 42 a'a
Dans le cas général dans R™, résoudre ax = b en minimisant

T =

E(z)? = |lax — b||> = (a2 — b1)* + ... + (apmx — by)*.
La dérivée de F(x)* estO en &. On a

dE?
Z ) =0
o ()
implique
(a1Z —by)ay + ... + (amT — by)ay, = 0.

Donc
a1b1 —|— e + ambm

a?+ ...+ a

La solution des moindres carrés de 1I’équation ax = b dans R™ est

T =

~a'b
= —.
a'a

L’erreur commise est b — za :

b — za doit étre orthogonal a a. En effet,

-
T . T a'b ;
a (b—za)=a a2 2

Cela confirme ainsi notre définition de Z.
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3.2.2. Méthode des moindres carrés dans le cas de plusieurs variables.— On considere A

dans M,,, ,(R) :
1 2 n
a% a% ay
n
ay a3 )
1 2 n

et b dans R™.
On cherche a résoudre le systeme
Ax =b.

On peut avoir m > n. Le systéme est inconsistant si b n’est pas dans I’espace colonnes(A).
Le probleme consiste a trouver une solution X qui minimise I’erreur :

E=||A%x —b|.

Cela correspond a la distance de b a I’espace des colonnes colonnes(A) :

5

PO

B = H;\

c oo, (V)

Trouver X qui minimise I’erreur, c’est trouver Ax dans colonnes(A) qui est le plus proche
de b.
En fait p = Ax doit étre la projection orthogonale de b sur colonnes(A), c’est-a-dire que

e = (b — Ax) L colonnes(A).

Orona
(colonnes(A))* = Ker(AT).

Donc le vecteur d’erreur e = b — Ax doit vérifier
AT(b—-Ax)=0.

Soit
ATAx = A'b.

Ce qui est équivalent a dire que le vecteur b — Ax est orthogonal a toutes les colonnes de la
matrice A. Dans les faits, cela revient a multiplier chaque membre de 1’équation Ax = b par
la matrice AT :

ATAx=A"b.
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3.2.3. En résumé. —

i) Lorsque le systtme Ax = b est inconsistant (pas de solution), la solution des moindres
carrés x qui minimise ||Ax — b||? vérifie

ATAx=ATb.

ii) Par ailleurs, la matrice AT A est inversible lorsque les colonnes de la matrice A sont
linéairement indépendantes. La meilleure approximation de X est

x=(ATA)'ATD.
iii) La projection du vecteur b sur I’espace colonnes(A) est le vecteur

p=Ax=AATA)'ATDb.

3.2.4. Exemple.— Considérons

1
A=1|1
0

o W
o
Q
-
I
ot

Le systtme Ax = b ne possede pas de solution :

r+2y=4
rT+3y=>5
0+0=6
Ona
TA |2 5
AA_{5 13
et

SO LRI RN

La « meilleure fagon » de résoudre le systtme Ax = b est donc

=1

L’erreur commise est donc

0
e=b—-—Ax= |0
6
2
3.2.5. Exercice.— Déterminer la projection orthogonale du vecteur b = | 4 | sur la droite
4
1
portée par le vecteura = | 1

1
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1

3.2.6. Exercice.— Déterminer dans R" I’angle du vecteur de composantes | : | avec les
1

axes. Déterminer la matrice P de la projection orthogonale sur ce vecteur.

3.2.7. Exercice.— Utiliser un vecteur approprié dans I’'inégalité de Schwarz pour montrer que

(ay+...+ap)? <n(a®+...+d?)

Quand a-t-on I’égalité ?

3.2.8. Exercice.— Soit a un vecteur de R". On pose
p_ aa'
~a'a’

Montrer que P? = P. Montrer que la trace de la matrice P est égale a 1.

3.2.9. Exercice.— On considere le vecteur a = [ zl)) }

1. Déterminer la matrice P; de la projection orthogonale sur a et la matrice P, de la projec-
tion orthogonale sur un vecteur perpendiculaire a a.

2. Calculer P, + P, et P P,. Expliquer les résultats obtenus.

3.2.10. Exercice.— Déterminer la matrice de la projection orthogonale de R? sur I’intersec-
tion des plans d’équationx +y +t =0etz —t = 0.

3.2.11. Exercice.— Soit A une matrice. Démontrer que si AAT = AT A alors pour tout x
T
A x [[=]| Ax ||
3.2.12. Exercice.— Déterminer la solution 2 des moindres carrés des équations 3z = 10 et

: , . 3
4x = 5. Verifier que I’erreur commise est un vecteur orthogonal au vecteur [ 4 ] .

3.2.13. Exercice.— Déterminer la solution 2 des moindre carrés I’équation Ax = b et déter-
miner p = AX pour
10 1
A=|01|, b=]1
11 0

Vérifier que I’erreur b — p est perpendiculaire aux vecteurs colonnes de A.

3.2.14. Exercice.— Déterminer la matrice P de la projection sur le sous-espace de R? engen-
1 1

dré par les vecteurs | 0 | et 1
1 -1
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3.2.15. Exercice.— Soit V' le sous-espace de R* engendré par les vecteurs
1 0
|1 10
a; = 0 ) Ay = 1
1 0
Déterminer :

1. une base du supplémentaire orthogonal V' +

2. la matrice P de la projection orthogonale sur V/

0
3. le vecteur de V' le plus proche du vecteur b = (1) de V*.
-1
3.2.16. Exercice.— On pose
1 by
a= et b = :
1 b,

des vecteurs de R™. Soit x la solution des moindres carrés des m équations ax = b.
1. Résoudre I’équation a' ax = a' b pour montrer que X est la moyenne des réels by, . . . , b,,,.

2. Calculer le vecteur e = b — ax, puis ||e||? (appelée variance des b;) et ||e|| (appelé écart-
type des b;).

1 3
3. Pour b = | 2 | vérifier que le vecteur p = | 3 | est perpendiculaire au vecteur e et
6 3
déterminer la matrice P de la projection sur la droite portée par le vecteur a.

§ 3 Bases orthonormées

3.3.1. Definitions.— Des vecteurs q, ..., q, de R™ sont dit orthonormaux, ou la famille
(d1,- .-, qn) est dite orthonormale, s’ils sont de norme égale a 1 et orthogonaux deux-a-deux.
C’est-a-dire, si
T _ 0 sis 7& ja
q; 4; = .. .
1 sit=7.

Une base de R” est dite orthonormée, ou base orthogonale, si elle est formée d’une famille
orthonormale de vecteurs.

3.3.2. Les matrices orthogonales.— Une matrice Q de M,,(K) est dite orthogonale si ses
vecteurs colonnes sont orthonormaux.



CHAPITRE 3. DECOMPOSITION MATRICIELLE QR

11

3.3.3. Exemples.— La base canonique Can de R" est orthogonale. De la méme facon, la

matrice identité 1,, est orthogonale.

3.3.4 Proposition. — Une matrice Q est orthogonale si et seulement si Q' Q = 1,,.

Preuve. On a

- q; - | | | Q1T0h 0 0
T .

- Q92 - 0 g
. qi1 92 n = . q2 4 = ]—n
3 R 0

L 0 - 0 qiqm

O

L’inverse d’une matrice orthogonale est sa transposée. En effet, si Q' Q = 1,, alors
Q' =Q™"

3.3.5. Exemple.— La matrice de la rotation d’angle ¢

Q- |:COS€ —sin@}

sinf cosf

son inverse est la rotation d’angle —6 :

Q—lz{ cos 6 sin@]

—sinf@ cosf

3.3.6. Exemple.— Une matrice de permutation est une matrice qui a les mémes colonnes que

la matrice identité, peu importe I’ ordre :
010 0 01
P=|00 1 P'=|100
1 00 010

3.3.7 Proposition. — La multiplication par une matrice orthonogonale Q
i) préserve la norme, c’est-a-dire
1Qx]| = ],
pour tout x € R",

ii) préserve le produit scalaire, ¢’est-a-dire
(Qx)'(Qy) =x"y
pour tous X,y € R".
Preuve. Montrons i), pour tout x € R", on a
(Qx)(Qx) =x'QTQx = x"x.

Dou [ Qx| = [l O



12 CHAPITRE 3. DECOMPOSITION MATRICIELLE QR

3.3.8. Décomposition d’un vecteur dans une base orthonormée.— Soit B = (ey,...,e,)
une base de R". Tout vecteur b de R" se décompose de fagon unique en

b=ze1+...+1,e,,

oules zq,...,z, dans R sont les coordonnées du vecteur b.
Nous allons montrer que trouver les coordonnées d’un tel vecteur dans une base orthonor-
mée est simple.

3.3.9 Proposition. — Soit (q, . . ., g, ) une base orthonormée de R™, alors pour tout vecteur b
dans R”, on a

b = (q/b)ai + (az b)az + ... + (a, b)qs.
Preuve. Calculons les x; dans une décomposition unique
b=ziq1+...+ 2,9,
Soitl <7<n,ona

a/b=q, (zia1) +... +q (Tiq;) + ... +q; (T,q).

Et donc

o b=nq/ qi+ ... +rd q+.. + 1.9/ g, =z
OJ
3.3.10. Remarque.— Déterminer les scalaires x4, . . ., x, tels que

b=z1q1 + ...+ 2.0y,
revient a résoudre le systeme linéaire Qx = b, avec

| \ T
Q=| a1 9@ - dn X =
| \ T,

De plus, résoudre ce systeme revient a calculer la transposée de la matrice Q. En effet, on a
Q'Q=1,, donc
-
q, b
x=Q'b=| :
.
q,b
3.3.11 Proposition. — Les lignes d’une matrice carrée forment une famille orthonormale si, et
seulement si, ses colonnes forment une famille orthonormale.

Preuve. Ona Q' Q = 1, si et seulement si QQ" = 1,,.

3.3.12. Exemple. —

SlL =%

o
[
Sl-5k-5-
S-Slis-
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3.3.13. Le cas des matrices rectangulaires.— On dit qu’une matrice Q de M,, ,,(K) est
orthogonale si ses vecteurs colonnes forment une famille orthonormale.
Comme dans le cas des matrices carrées de M,,(K), c’est équivalent a dire que Q' Q = 1,,.

3.3.14. .— On considere le systeme linéaire suivant
Qx=Db
ou
| |
Q e ql .. qTL
|

est une matrice orthogonale de M, ,,(K), avec m > n. On a ainsi un systeme linéaire avec plus
d’équations que d’inconnues :

q%lx1+...+qj}1xn:bm

Ce systeme n’a pas de solution pour tout vecteur b de R" en général.

3.3.15. Résolution par la méthode des moindres carrées.— On peut résoudre I’équation
Qx = b par la méthode des moindres carrées de la fagon suivante.
Ona

Q'Qx=Q'b
Comme Q'Q=1,,0ona
x=Q"b
Autrement dit, X; = Qb pour tout 1 < i < n.

Ainsi, la solution est exacte si la matrice Q est carrée et c’est la solution des moindres
carrées lorsque la matrice QQ est rectangulaire.

3.3.16. Remarques.— La projection du vecteur b sur I’espace des colonnes colonnes(Q) est

p=QxX=(q{b)qs + ...+ (q, b)qy.

On ap = QQ'b. La matrice de la projection est donc

P=QQ".

§ 4 Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soient a, b et c des vecteurs de R". Si a, b et ¢ sont orthonormaux, la projection d’un
vecteur v sur le sous-espace vectoriel Vect(a, b, c) engendré par les trois vecteurs a, b et ¢ est

p=(a'v)a+(b'v)b+(c'v)c.

Que faire si les trois vecteurs a, b et ¢ ne forment pas une famille orthonormale ?
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On va les rendre orthonormaux avec le procédé de Gram-Schmidt.
On pose

Ona ||q;|| = 1. On pose

b/
b'=b— (qlTb)ql, et qz = M

On fait de méme pour le troisieme vecteur. On pose :

CI

c=c— ((hTC)(h — (q;C)QQ; et qs = M

On obtient ainsi une famille (q, g2, q3) qui est une base orthonormée de 1’espace Vect(a, b, c).
Ce processus est appelé le processus d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

3.4.1. Factorisation () R.— On considere une matrice

On construit la matrice

a= ((hTa)Oh
b = (q/ b)a; + (q; b)qs
c =

(af e)ar + (a; ¢)az + (a5 ¢)gs.
On montre que A = QR. En effet

. . gja q/b qjc
A=|labec|=|q q qs 0 qib qjc
o L 0 0 asc
La matrice derniere matrice est une matrice triangulaire supérieure notée
agla q/b qjc
R=| 0 qb qjc
0 0 ajc

La décomposition précédente est appelée la décomposition ()R de la matrice A.

3.4.2. Cas général.— Toute matrice A de M,, ,,(K) peut étre factorisée en
A =QR,

ou la matrice Q) est orthogonale et la matrice R est triangulaire supérieure et inversible.
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3.4.3. Retour sur la méthode des moindres carrés.— On considere le systeme linéaire
Ax =b.
La solution des moindres carrés de ce systeme est le vecteur X solution du systéme
ATAX=ATb.

Si on a la décomposition QR
A = QR,

alors
ATA=R'Q'QR=R'R.

Ainsi, le systtme AT AX = A "b est équivalent au systéme
R'™Rx=R'Q"b
Autrement dit, cela revient a résoudre le systeme triangulaire suivant

Rx=Q'b.

§ 5 Exercices

3.5.1. Exercice.— On considere les quatre vecteurs suivants de R3 :
2/3 -1/3 2/3 0
a=| 2/3 |, a=| 2/3 |, az=| —1/3 |, b=|3
-1/3 2/3 2/3 0

1. Calculer les projections du vecteur b sur les vecteurs normés a; et a, puis sa projection
sur le plan engendré par les vecteurs a; et a,.

2. Calculer de méme la projection de b sur az. Expliquer pourquoi la matrice

T T T
aja; + aga, + agag

est la matrice identité.

3.5.2. Exercice.— Démontrer que si u est un vecteur unitaire alors la matrice
Q=1-2uu’
1/2
. (o . 1/2
est une matrice symétrique orthogonale. Calculer cette matrice pour le vecteuru = |~ 1/2
—1/2
3.5.3. Exercice.— Démontrer que toute matrice orthogonale et triangulaire supérieure est né-

cessairement diagonale.
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3.5.4. Exercice.— Appliquer I’algorithme de Gram-Schmidt aux trois vecteurs suivants
0 0 1
a=|0}|, b=|1{, c=]1
1 1 1

et écrire le résultat sous la forme de la décomposition A = QRout A =[a b c].

3.5.5. Exercice.— Construire une base orthonormale a partir des trois vecteurs suivants
1 1 0
a=|1|, b=]0|, c=|1
0 1 1
3.5.6. Exercice.— Déterminer une base orthonormale qi, g2, qs telle que q; et q; engendrent

I’espace des vecteurs colonnes de la matrice

1 1
A = 2 -1
-2 4
1
Déterminer la solution des moindres carrés de I’équation Ax = bavecb = | 2
7
3.5.7. Exercice.— Utiliser une décomposition A = QR de la matrice
11
A=1|2 3
2 1
1
pour trouver la solution des moindres carrés de I’équation Ax = bavecb = | 1
1

3.5.8. Exercice.— Si A = QR déterminer une expression simple de la matrice P de la pro-
jection sur I’espace des vecteur colonnes de A.
3.5.9. Exercice.— Déterminer une base orthonormale du sous-espace engendré par les trois
vecteurs

1 0 0

] -1 B 1 1 0
a; = 0 ) ag = -1 9 az = 1

0 0 -1
3.5.10. Exercice.— Partant des vecteurs suivants

1 0 1

_]. ) 1 ) O )

0 —1 -1

utiliser la méthode de Gram-Schmidt pour déterminer une base orthonormale du plan d’équation
X1+ X9+ X3 = 0.
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3.5.11. Exercice.— Les deux assertions suivantes sont-elles vraies ?
1 Si Q est une matrice orthogonale alors Q! est orthogonale.

2 Si Q est une matrice 3 est une matrice dont les deux vecteurs colonnes forment une base
orthonormale alors pour tout vecteur x on a || Qx ||=|| x ||.
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CHAPITRE
4

Méthodes itératives pour la résolution des
systemes linéaires

§ 1 Les méthodes itératives

Les méthodes de résolutions directes de systemes linéaires de la forme Ax = b vues dans
les chapitres précédents, comme la méthode LU ou la méthode QR, permettent d’obtenir des
solutions exactes, mais leur calculs peuvent étre fastidieux pour les systemes de grande taille.
Ces méthodes présentent également des problemes dans leur implémentation sur machine.

L’idées des méthodes itératives est de ne pas chercher une solution exacte, mais une solution
approchée.

4.1.1. Probleme. — Soit A une matrice de M,,(K), avec K = R, ou K = C. On suppose que
A est inversible. Pour un vecteur b € R", on cherche une approximation d’un vecteur x de R"”

solution de I’équation
Ax =b.

4.1.2. Méthode.— On pose
A=M-N,

ou M est une matrice « facile » a inverser. C’est-a-dire, une matrice diagonale, triangulaire,
orthogonale. Le choix de la matrice M est guidée par la nature de la matrice A.
Résoudre le systtme Ax = b est alors équivalent a résoudre le systéme

Mx = Nx + b.
Si la matrice M est facile a inverser, cela revient a résoudre
x = M 'Nx + M 'b. 4.1)

On définit la fonction
F(x) =M 'Nx+ M 'b

et on cherche x point fixe de cette fonction, ¢’est-a-dire vérifiant x = F'(x).
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4.1.3. Matrice de Jacobi.— La matricce M~'N dans la décomposition 1j est appelée la
matrice de Jacobi de la décomposition A = M — N.

4.1.4. Méthode itérative.— On construit une suite ((x¥));>0) de facon récursive par I’algo-
rithme suivant
x(© fixé

x*+D) = p(x®) = M~INx® + M~'b, Vk>0. (4.2)

Si la suite (x(’“)) k>0 converge, alors sa limite, notée x°°, doit satisfaire

x> = F(x*),
car F' est une fonction affine et continue.
Donc
x® = M !Nx*® 4+ M—1b.
Soit

Ax> =bh.
La solution x> = A ~'b est appelé point fixe, ou point stationnaire de 1’algorithme (4.2)).

4.1.5. Critere de convergence.— Soit A = M — N une matrice de M,,(R), ou M est inver-
sible. L’ algorithme itératif (4.2)) converge si pour tout vecteur b de R™, tout vecteur x(*) de R”,
la suite (x*));>( converge vers la solution x = A~'b dans R"™. C’est-a-dire

lim |x® —x|| = 0.
k—+o00

Notons que le critere de convergence porte sur la décomposition A = M — N et non pas sur
X et b.

4.1.6. Question de la définition du critéere.— Comment établir un critére sur les matrices M
et N pour assurer la convergence ?
Notons e¥) I’erreur entre la solution approchée x(¥) et la solution x :

e®) = x® _x
On ne connais pas x. L'idée est de trouver un critere pour que

lim e® = 0.
k—+o00

el — y(k+1) _ o

= M 'Nx®) + M~'b —x
=M 'Nx® + M~'b - M(Nx + b)
=M N®x® —x).
Ainsi,
et — M 1Ne®

Posons B = M~!N. On a
o+ _ Bo®)

pour tout £ > 0. Soit
ek+1) _ Bh+15(0)

L algorithme itératif (4.2) converge si pour tout vecteur e(®) de R”, on a
lim BFe® =0.

k—4o00
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4.1.7. Rayon spectral et critere de convergence.— Soit B une matrice de M,,(R).

Rappelons qu’un réel A est valeur propre de la matrice B si

det(B — A1,) = 0.

On note Sp(B) I’ensemble des valeurs propres de la matrice B. On notera

Spc(B) ={A € C| det(B — A\1,,) = 0}.

Le rayon spectral de la matrice B est défini par

p(B) = max{ [A| | A € Spc(B) }.

4.1.8 Théoréeme. — Soit B une matrice de M,,(R). Les trois assertions suivantes sont équiva-
lentes
i) Pour tout vecteur v de R", lim B*v =0,
k—+o0
i) p(B) <1,
iii) || B < 1.

§ 2 Méthode de Jacobi

On considere la décomposition

A=D-E-F,

N

ou
i) D est la diagonale de la matrice A,
ii) —E est la partie de la matrice A sous la diagonale,
iii) —F est la partie de la matrice A sur la diagonale.

C’est-a-dire

al  a? al al 0

O N T

B 0 0

0 0 0 0 a

B ay 0 Q p_ |00
a, a0 0

On suppose que la diagonale ne possede pas d’éléments nuls.
Onpose M =DetN=E+F.
L algorithme itératif (4.2)) s’écrit

x0 e R fixé

Dx*) = (E+ F)x® +b, Vk>0.

4.3)
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X
Autrement dit avec x =

Tn

x0 ¢ R fixé

airhtl = = ada® - Zjdajx(»k) +b YVk>0,Vie{l,...,n}.

7 <j g 1]

Ona

Ainsi, a partir de x(°), on calcul les x*) avec la solution précédente.

4.2.1. Méthode de Jacobi.— On fixe un parametre € > 0 et x; € R"™.

Poser x(© = xg, €@ = 2¢, k = 0.

tant que ¢*) > ¢ faire
xk+) = D71((E 4 F)x® + b)
€(k+1) = HAX(k+1) . b”
k=k+1

fin

Sorties : le vecteur x(*)

4.2.2 Théoreme. — Soit A une matrice de M,,(()R) de diagonale dominante, i.e.,

jail > al, Vie{l,... n}

i

Alors pour tout x(¥) 1a méthode de Jacobi converge vers la solution de Ax = b.

4.2.3. Exemple.— On considere la matrice

On pose
2 0 00 01
bR P A F
La matrice A est a diagonale dominante, donc la méthode de Jacobi converge.
Ona

B-D '(E+F) = { 132 162}.

2K b,
Posons x®) = | "7 | etb = { 1
Ty by
Ona
AT 0 127 2P
l_;k—i—l) - 1/2 0 :Lék)

Ona lim BfF=0.

k—+o0

4.4)
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4.2.4. Exemple.— On considere la matrice

On pose
300 0 0 0] 0 -1
b=j030{(, E=|-1 0 0|, F=[0 0
0 0 3 -1 -1 0 | 0 O
mgk) b1
Posons x(¥) = xgk) eth= | by
) b
Ona
x"D) = DHE + F)x* + D" 'b.
On a
011
B=DY E+F)=—-{10 1
110
et
3 00
-1 l
D=0 5 0
1
00 3
1 011 1 by
X(k+1):—§ ]. 0 1 X(k)—|—§ bg
110 bs
Le polyndme caractéristique de la matrice B est
2 1
P — = _)\2
5= (@4 5)( - 3)

OnaSp(B) ={-2 3} etp(B) =2

§ 3 Méthode de Gauss-Seidel

On décompose
A=D -E-F.
Onpose M =D —EetN =F.
L algorithme itératif (4.2)) s’écrit
x(© € R" fixé

—1

(D — E)xt+) — Fx® 4 b, V& > 0. (4.5)
La matrice D — E est triangulaire inférieure facile a inverser.
x
Autrement dit avec x =
Tn
x(©) € R™ fixé
ala{tY = — Dic a{xgk) = D j<i1<i<n k>0 a{:cgk) +bi VEZ=0,Vie{l,... n} 9
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4.3.1. Méthode de Gauss-Seidel. — On fixe un parametre réel ¢ > 0 et un vecteur x, de R".
Poser x(¥ = xg, €@ = 2¢, k = 0.
tant que ¢*) > ¢ faire
x*k+) .= (D — E)"Y(Fx® + b)
6(k+1) — HAX(kJrl) _ b”

k=k+1
fin

Sorties : le vecteur x*)

4.3.2 Théoreme. — Soit A une matrice de M,,(R). Si la matrice A est symétrique et défi-
nie positive, alors pour tout vecteur x(*) de R, la méthode de Gauss-Seidel converge vers la
solution du systeme Ax = b.

§4 Exercices

4.4.1. Exercice.— On considere la matrice
2 -1 0
A= -1 2 -1
0o -1 2

1. Déterminer sa matrice de Jacobi et les valeurs propres de celle-ci.
2. Déterminer sa matrice de Gauss-Seidel et les valeurs propres de celle-ci.

4.4.2. Exercice.— Soit A la matrice

a b
A=
1. Déterminer sa matrice de Jacobi et ses valeurs propres A\; et \s.

2. Déterminer sa matrice de Gauss-Seidel et ses valeurs propres ji; et po.
3. Comparer A .y €t flpax-

4.4.3. Exercice.— On pose

11
ethb = [ 12}.

1. Donner la solution de 1’équation Ax = b.
2. Calculer le rayon spectral de la matrice de Jacobi de A.
3. Utiliser la méthode de Jacobi pour trouver une valeur approchée de la solution.

4.4.4. Exercice.— On pose

1 10 11
A_{m 2} et b_{m]
1. Donner la solution de I’équation Ax = b.

2. Calculer le rayon spectral de la matrice de Jacobi de A.
3. La méthode de Jacobi donne-t-elle une solution approchée ?
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4.4.5. Exercice.— On pose

10 1 11
A:[2 10} ot b:[u]'
1. Donner la solution de 1’équation Ax = b.

2. Calculer le rayon spectral de la matrice de Gauss-Seidel de A.

3. Utiliser la méthode de Gauss-Seidel pour trouver une valeur approchée de la solution.

4.4.6. Exercice.— On pose

1 10 11
A:{m 2} ot b:[m]'
1. Donner la solution de 1’équation Ax = b.

2. Calculer le rayon spectral de la matrice de Gauss-Seidel de A.

3. La méthode de Gauss-Seidel donne-t-elle une solution approchée ?
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CHAPITRE
5

Valeurs propres et vecteurs propres

Dans une premiere partie de ce chapitre, nous rappelons les notions de valeurs propres et de
vecteurs propres abordées dans le cadre du cours d’AMALA A.

§1 Résoudre Ax = \x

5.1.1. Migration de population.— On étudie la répartition de la population entre deux zones
géographiques d’un méme pays, disons entre une région nord et une région sud. Chaque année,
un mouvement de population entre ces deux zones s’opere de la facon suivante :

- 80% de la population des régions du nord part vivre dans les régions du sud,
- 70% de la population des régions du sud rejoint les régions nords.

On suppose que la population totale du pays reste constante d’une année a I’autre, ainsi 20%
des habitants des régions du nords restent dans le nord et 30% des habitants des régions du sud
restent dans le sud. Le mouvement de population est schématisé par la figure

70%

Regions Régions
Sud Nord

80%

30% 20%

FIGURE 5.1 — Mouvement de population entre deux zones géographiques

Etant donné une répartition initiale, ’année k£ = 0, de la population entre les deux zones,
quelle sera la répartition de population la k-ieéme année ? Est-ce qu’au bout d’un certain temps,
toute la population va se retrouver en zone sud, ou bien le nombre d’habitants va-t-il se stabiliser
dans chaque zone ?

5.1.2. Modélisation du probleme. — Notons n; le nombre d’habitants des régions du nord la
k-ieme année et s, le nombre d’habitants des régions du sud la k-ieme année. L’évolution des
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deux populations est régie par le systeme d’équations couplées suivant

Ng+1 = Oan + O7Sk
Sk+1 = O8nk + O3Sk

qui s’écrit matriciellement sous la forme :

N1 — A ng
Sk+1 | sk |

avec -
0.2 0.7
A= | 0.8 0.3 1
et ot le vecteur p(k) = [ Zk } exprime la répartition de la population au nord et au sud
k

I’année k. Par exemple, si ’année £ = 0, on a un million d’habitants au nord et dix mille
6

habitants au sud, i.e., p(0) = [ 10 } , alors ’année suivante, a k = 1, il y aura

10*
. n1 - 106
[ 207000
~ | 803000 |-

Pour connaitre la population dans chacune des régions la k-ieme année, on peut appliquer la
formule suivante, obtenue par récurrence sur le nombre d’années £ :

MR
Sk S0
Voici les valeurs du vecteur p(k) pour quelques valeurs de & :
207000 603500 405250
p(l) = { 803000 ] + P(2)= { 406500 } - P = [ 604750 ] !

504375 454812.5 479593.75
p(4) = { 505625 } + PO = { ] - PO = { 530406.25 }  GD

555187.5
467203.12 473398.43 471333.33
p(7) = { 542796.87 ] - Pl = { 536601.56 ] . PB0) = { 538666.66 ] '
le6 ¢
«sPopulation du nord
e Population du sud
Be5- @
6e5 |- « @
¢ 20212 ¢
4e5 - o o :
2e5 @
_. 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12

FIGURE 5.2 — Evolution de la population entre le nord et le sud les 12 premiéres années
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Nous allons montrer que le calcul des puissances k-ieme successives de la matrice A peut
se faire a I’aide d’un simple calcul de valeurs propres de la matrice A. Cette approche permet
d’éviter les multiplications de la matrice A par elle-méme, cette opération étant coliteuse en
nombre d’opérations. Cette approche va nous permettre aussi de mieux comprendre 1’évolution
du systeme, ici de I’évolution de la population dans chaque zone géographique, en fonction du
vecteur de répartition initial p(0).

5.1.3. Calcul des valeurs propres.— Nous allons donner dans ce chapitre une méthode de
calcul des valeurs propres pour une matrice : les valeurs propres de la matrice A sont les solu-
tions A\ de 1’équation suivante :

Soit
02—\ 0.7 2 B B
08 03_n =2 705A=05=(A-1)A+0.5)=0.
La matrice A possede ainsi deux valeurs propres, A = 1 et A = —0.5, qui sont les racines du

polyndme A2 — 0.5\ — 0.5.
Si \ est valeur propre, comme det(A — A1,) = 0, la matrice A — A1, admet un noyau non
trivial. Autrement dit, il existe des vecteurs x solutions de 1’équation suivante

Ax = \x.

Ces vecteurs sont dans la méme direction que Ax, on les appelles vecteurs propres associés a
la valeur propre \. La valeur propre indique si les vecteurs propres sont laissé€s inchangés, s’ils
sont étirés, réduits ou encore inversés. Dans notre exemple, les vecteurs propres associés a la
valeur propre A = 1 reste inchangés, ils vérifient Ax = x. Ceux associés a la valeur propre
A = —0.5 sont réduits et inversés : Ax = —0.5x.

5.1.4. Les sous-espaces propres.— Lorsque 1’on calcule les puissances de la matrice A, les
valeurs propres sont élevées a la puissance, alors que les vecteurs propres restent inchangés. En
effet, pour tout vecteur propre x associé€ a la valeur propre —0.5, on a

A’x = A(Ax) = —0.5Ax = (—0.5)*x,

ainsi, pour tout entier &,
Afx = (—0.5)"x.

Pour un vecteur propre x associé a la valeur propre 1, on a A*x = x, pour tout entier k.
Par suite, en décomposant les vecteurs dans une base de vecteurs propres, on pourra alors
calculer les puissances de A simplement en calculant les puissances des valeurs propres.
L’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre —0.5 est défini par

E_ o5 ={x € R* | Ax = —0.5x}.

X

Donc E_y5 est formé des vecteurs x = {
Z2

} dont les composantes satisfont le systeme

d’équations suivant :

—0.521 = 0.221 + 0.725
—0.529 = 0.821 + 0.329
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o . . . . 1 A
Ainsi, I/ 5 est I’espace vectoriel de dimension 1 engendré par le vecteur [ 1 } . De la méme

facon, on montre que 1’espace vectoriel formé des vecteurs propres associés a la valeur propre
1, défini par
B ={xecR?| Ax = x}.

est engendré par le vecteur . Ces deux vecteurs forment une base de R2. En particulier,

1
10°

10t } , il existe deux réels uniques f; et (5 tels que

étant donné le vecteur initial [ sO } = [
0

5] [ ][]

De cette équation, on déduit les deux réels [3; et 35, on a

~1646.10°

1616.10°
fi=—g =20

et 9 = 3

. T
On peut alors exprimer le vecteur ,ona

Sk

]al
Sk S0
= B A" { _11 } + B A" [ 0'?75 }

_aosr[ 1] ea]05%)

(—0.5)* _ o 3

ny | 1646.10°
3
On a ainsi résolu le probleme du calcul de la répartition de la population la k-ieme année

sans avoir a faire le produit de la matrice A par elle-méme k-fois. Si £ tend vers I’infini, on a
de facon immédiate que

1 ] 1616.10° {0.875]
+—

Sk 1

lim
k—+o0

n _1616.103 0.875 | | 471333,33
sk | 3 1 | 538666, 66

Nous retrouvons les valeurs numériques obtenues en (5.1)).

§ 2 Valeurs propres et espaces propres

5.2.1. Définitions. — Soit A une matrice de M,,(K). Un scalaire A dans K est appelé valeur
propre de A, si’une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

i) Ker(A — AL,) # {0},
i) det (A — \1,) =0,

iii) il existe un vecteur non nul x de K", solution de I’équation

Ax = \x.
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L’équivalence des assertions i), ii) est immédiate. L’assertion iii) est une simple reformula-
tion de i)

Un vecteur x vérifiant 1’assertion iii) est appelé vecteur propre de A associé a la valeur
propre \. Le sous ensemble de K formé des valeurs propres de A est appelé le spectre sur K de
la matrice A et sera noté dans la suite Spk(A), ou Sp(A) s’il n’y a pas de confusion possible
avec le corps de base.

5.2.2. Exemple.— Considérons la matrice suivante de Ms(R) :

A:[‘fﬂ

(HIgas|

} est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 1. Par ailleurs, on a

o]l 4]

} est un vecteur propre de A associé a la valeur propre —1.

Alors, on a

ainsi le vecteur { 1

{1
le vecteur 1

5.2.3. Sous-espaces propres. —

5.2.4 Proposition.— Soit A une matrice de M,,(K) et soit A\ une valeur propre de A.
L’ensemble des vecteurs propres associés a A

E,={xeK"| Ax = \x}

est un sous-espace vectoriel de K”. De plus, le sous-espace F est stable par A, i.e., le
vecteur Ax appartient a F,, pour tout vecteur x de F).

Preuve. On vérifie que ’ensemble £, contient le vecteur nul et que si x et y sont deux vecteurs
de E), et a et 3 deux scalaires, alors

Alax + By) = aAx + fAy,
= aAx + [y,
= Max + fy).

Montrons la stabilité du sous-espace ), par A.Six € E),ona
A(Ax) = A(\x) = \AX,

donc Ax € F,. U
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5.2.5. Définition. — L’espace FE), est appelé le sous-espace propre de la matrice A associé a
la valeur propre \.

5.2.6. Exemple.— Nous avons montré que la matrice
01
St
admet pour valeur propres —1 et 1. Les sous-espaces propres associés sont

E, = Vect([ 4 }), B = Vect({ ' }).

5.2.7. Somme de sous-espaces propres.— Soit A une matrice de M, (K) admettant deux
valeurs propres distinctes A\; et A\o. Les sous-espaces propres £, et [/, sont alors en somme
directe. En effet, si x est un vecteur propre de A associé aux deux valeurs propres A\; et A\o. On
a

Ax = )\x et Ax = \x.
D’ou
()\1 — )\Q)X =0.

Comme les valeurs propres A\; et Ay sont supposées distinctes, on en déduit que x = 0. On a
donc

E\, NE,, ={0}.

C’est ainsi que £, et Iy, sont en somme directe. Plus généralement on a :

5.2.8 Proposition.— Soient )y, ..., \, des valeurs propres d’une matrice A de M,,(K),
distinctes deux a deux. Les sous-espaces propres Fy, , ... , E), sont en somme directe.

Preuve. On procede par récurrence sur le nombre p de valeurs propres distinctes. Si p = 1, il
n’y arien a démontrer. Supposons que les sous-espaces F)y,, ..., £, soient en somme directe.
C’est équivalent a

E)\IHEAZ = {0}? (EA1+E>\2)HE>\3 = {0}? 7(E)\1+E>\2+“'+E/\p—1)mE/\p = {0}
Pour montrer que les sous-espaces £, ..., Ey,, £y ,, sont en somme directe, il suffit de mon-
trer que

(Ex, + E\, +---+ E,\p) NE\., = {0}.

Soit x = x; + - - - + X, un vecteur de (Ey, + Ex, +---+ E),) N E),,,, ol X € E),, pour tout
k € [1, pRbracket. Comme Axy = \;X, On a

Ax = \xg + -+ X,
Par ailleurs, x est un vecteur propre associé a A, 1, d’ ol

AX = Ap1X = ApaXy + -+ AppaXp.
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Par suite,
0= (A = Apsnyxa + -+ (A = Apr1) %,

Les sous-espaces F,, ..., E), étant en somme directe, 0 = OEAl + -+ OEA,, est la seule
décomposition de 0. D’ou, pour tout k € [1, pRbracket,

(A — Apg1)Xp = Oz,

Comme les valeurs propres \; sont deux a deux distinctes, tous les vecteurs x; sont nuls, par
suite le vecteur x est nul. Ainsi, le sous-espace (Ey, + Ex, +--- + Ej,) N E, ., est trivial et

les sous-espaces E), ..., Ey,, B, forment une somme directe. [

5.2.9. Définition.— Le polyndme caractéristique d’une matrice A de M,,(K) est le polyndme
de K|x] défini par
pa = det (A — z1,,).

5.2.10. Exemples.— Le polyndme caractéristique de la matrice A = { ? (1) 1 est

—x 1

_ — 22 _ 1= —
pA—’ T l=(z—-1)(xz+1).

Le polyndme caractéristique de la matrice A = [ i i } est

11—z 1

— — _ 2_ — —
pA—’ 1 1= =(1-2)-1 z(2 — x).

5.2.11 Proposition. — Deux matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique.

Preuve. Soient A et B deux matrices semblables. Il existe donc une matrice inversible P telle
que B = P~ AP. Montrons que ps = pg. Il découle de la propriété du déterminant que :

pPp-1AP = det (P_IAP - Iln)
=det (P"*(A — 21,,)P)
= (det P) "' det (A — z1,,) det P.

Ainsi PA = DPB. U

Par définition, un scalaire \ est valeur propre d’une matrice A si le déterminant de la matrice
A — )1, est nul. On a donc

5.2.12 Proposition.— Un scalaire \ est valeur propre d’une matrice A si, et seulement
si, A est racine de son polyndme caractéristique pa .
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5.2.13. Exemple.— Le polynome caractéristique d’une matrice de M,,(K) peut ne pas avoir
de racines dans le corps K. Par exemple, le polyndome caractéristique de la matrice

0 -1
by
est po = x° + 1, qui n’a pas de racines réelles, par suite Spgp(A) = (). Dans le chapitre
suivant, nous verrons qu’alors la matrice A n’est pas diagonalisable dans M3 (RR), mais est
diagonalisable dans M (C). En effet, on a Sps(A) = {—1, 7} et les sous-espaces propres de A
dans C? sont

l

E; :Vect([ . }) et E_ :Vect([ _1@ }).

§ 3 Trigonalisation des matrices

5.3.1. Définition.— Une matrice A de M,,(K) est dite trigonalisable dans M,,(K), si A est
semblable a une matrice triangulaire supérieure de M,,(K). C’est-a-dire, s’il existe une matrice
inversible P de M,,(K) et une matrice triangulaire supérieure T a coefficients dans K telles
que

A=PTP . (5.2)

5.3.2 Théoreme (Théoréme de trigonalisation).— Une matrice A de M, (K) est
trigonalisable dans M., (KK) si, et seulement si, son polyndme caractéristique pa est scindé
sur K.

Preuve. La condition est nécessaire. Si A est une matrice trigonalisable, par définition, elle est
semblable a une matrice triangulaire supérieure :

>\1 * PR *
T — 0 Mo
0 -+ 0 M\,

Le polyndme caractéristique de la matrice T est scindé :
pr=(—1)"(x—X)...(x = \p).

D’apres la proposition |5.2.11] deux matrices semblables ont méme polyndme caractéristique.
Ainsi, po = pr et par suite le polyndome caractéristique de A est scindé sur K.

La condition est suffisante. On proceéde par récurrence sur n. Toute matrice de M (K) est
trigonalisable. On suppose que tout matrice de M,,_; (KK), dont le polyndme caractéristique est
scindé, est trigonalisable, montrons que cela est vrai pour toute matrice de M., (K).

Soit A € M, (K), telle que le polyndme pa soit scindé sur K. Le polyndme p, admet
donc au moins une racine A dans K. Considérons un vecteur propre e dans K" associé a la
valeur propre A\. Complétons le vecteur e en une base B = (e, ey,...,e,) de K". Soit ua
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I’endomorphisme de K" associé a la matrice A, i.e., I’endomorphisme défini, pour tout vecteur
x de K™, par ua(x) = Ax.On a

ua(e) = Ae = e,
par suite, la matrice de I’endomorphisme u 5 exprimé dans la base B est

A ok oo ox

0

u = )
[uals : B
0

ou B est une matrice de M,,_;(K). La matrice A étant semblable a la matrice [ua]g, il existe
une matrice inversible P de M,,(C), telle que

A ox e ox

P AP =
2 B

0
De plus le polyndme caractéristique du bloc B divise le polyndome caractéristique de la matrice
A, il est donc scindé comme ce dernier. Par hypothese de récurrence, la matrice B est semblable

a une matrice triangulaire supérieure, il existe une matrice inversible Q dans M,,_;(K), telle
que t' = Q'BQ soit triangulaire supérieure. En multipliant par blocs, on a :

1 —

10 -0 10 -0 Aok e %
0 ) 0
: PTAP | | = . .
: Q : Q : Q7 'BQ
0 0 0
[ A *
0
I
0
En posant
10 0
0
R=P| . ;
: Q
0
la derniere égalité s’écrit
10 0
R 'AR =
- Q
0

Ainsi, A est semblable a une triangulaire supérieure. []

D’apres le théoréeme de D’ Alembert-Gauss, tout polyndme non nul de Clz] est scindé sur
C. Par suite, on a
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5.3.3 Proposition. — Toute matrice A de M,,(C) est trigonalisable dans M,,(C).

Notons que toute matrice A de M,,(R) peut toujours se trigonaliser dans M,,(C). En effet,
si le polyndme caratéristique de A est scindé sur R, A est trigonalisable dans M,,(R). Sinon,
le polyndme pa est toujours scindé dans M,,(C). Il existe alors une matrice inversible P et une
matrice triangulaire T de M,,(C) telles que A = PTP .

5.3.4. Exemple. — La matrice suivante de M,(R)
0 -1 1 1
S
0 01 0
admet pour polyndme caractéristique
pa = (2 +1)%

Ce polyndme n’est pas scindé dans R[z|, la matrice A n’est donc pas trigonalisable dans
M, (R). Cependant, il est scindé dans C[z] :

pa = (x —i)*(x + 1)

La matrice est trigonalisable. Posons

1 -1 10

—1 0 ¢ 1
P=1"9 101
0 —2 0 ¢

Le premier et troisieme vecteur colonne de la matrice P sont des vecteurs propres associés
aux valeurs propres ¢ et —i respectivement. Les deux autres vecteurs colonnes completent ces
vecteurs en une base de trigonalisation. On a

10 0 1 4+ 1 0
B 0« 0 O 1 q4_1j0o 01
A=Plg g i [P e Pr=gty o
00 0 —i 0 0 1 —i
5.3.5. Somme et produit des valeurs propres.— Si une matrice A est trigonalisable, sem-

blable a une matrice triangulaire supérieure T', alors les valeurs propres de A étant les racines
du polyndme pa, sont aussi les coefficients de la diagonale de la matrice T.
Etant donnée une matrice A de M,,(C), alors son polyndme caractéristique est scindé
sur C :
pa=(—1)"(z—=X\)...(x = A\p).
La matrice A est semblable a une matrice triangulaire T, i.e., il existe une matrice inversible P

telle que
Aok e %

piap— | 0 M

0 -~ 0 M\,
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Etant semblables, les matrices A et T ont méme trace et méme déterminant, on en déduit
que la trace (resp. le déterminant) de A est égale a la somme (resp. le produit) des valeurs
propres, comptées avec leur ordre de multiplicité. Précisément, on a

5.3.6 Proposition. — Soit A une matrice de M,,(C) de polyndme caractéristique
pa = (=1)"@ =)™ .. (x =)™,

ou n; désigne 1’ordre de multiplicité de la valeur propre \; dans le polyndme caractéristique.
Alors,

i) trace(A) = nmA 4+ ... + 1y,

ii) det(A) =\ N7

0 —1
10 |’
possede deux valeurs propres — et 7; la somme de ces valeurs propres est égale a la trace de A
et leur produit est le déterminant de A.

5.3.7. Exemples.— Dans I’exemple [5.2.13] on a montré que la matrice A =

§ 4 Diagonalisation des matrices

5.4.1. Matrices diagonalisables.— Une matrice A de M,,(K) est dite diagonalisable dans
M., (K), si elle est semblable a une matrice diagonale de M, (K). C’est-a-dire, s’il existe une
matrice inversible P de M,,(K) et une matrice diagonale d a coefficients dans K telles que
A =PDP L (5.3)
Les matrices A et D de la décomposition (5.3]) étant semblables, d’apres la proposition(5.2.11]

elles ont le méme polyndme caractéristique. Il s’ensuit que la diagonale de la matrice D est for-
mée des valeurs propres de A.

5.4.2 Exercice.— Montrer que la matrice A = [ 1 1 } est diagonalisable dans M5(R). On

Ap[0 0o

a

0 2

N 11 -1
P_{—1 1} ot P _5[1 1}

avec

5.4.3 Proposition. — Une matrice A de M, (K) est diagonalisable si, et seulement si, il
existe une base de K" formée de vecteurs propres de A.
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Preuve. Supposons qu’il existe une base (x1, . ..,x,) de K" composée de vecteurs propres de
A. Considérons la matrice P dont les colonnes sont formées par les éléments de cette base :

P=x x - x,
Les vecteurs x4, . . ., X,, formant une base de K", la matrice P est inversible et on a
AP = AXl AX2 s AXn
= )\1X1 )\2X2 cee )\an
- . A O - 0
Do : 0 '
= | X1 X2 - Xp
- 0
- 0 0 A\,
Ainsi
) VI
ap=p| Y M 1 (5.4)
R ||
0 -~ 0 M\,

Par suite, la matrice A est diagonalisable.

Inversement, si A est diagonalisable, il existe une matrice inversible P telle que P satisfait
I’égalité . Pour les mémes raisons, les vecteurs colonnes de P forment une base de vecteurs
propres de K. [J

5.4.4 Proposition (Condition suffisante de diagonalisation). — Soit A une matrice de
M., (K). Si le polyndme caractéristique de A est scindé sur K et possede toutes ses racines
simples, alors A est diagonalisable dans M,,(K).

Preuve. Supposons que le polyndme caractéristique pa soit scindé a racines simples :
pa = (—1)"(z—X\)...(x = \p),

avec \; # Aj, si i # j. Pour tout ¢ € [1,nRbracket, \; étant valeur propre de A, il existe
un vecteur propre x; de A associé. D’aprés la proposition les sous-espaces propres de
A formant une somme directe, la famille (x,...,x,) est libre. Elle possede n éléments, c’est
donc une base de K". [

On en déduit le résultat suivant :

5.4.5 Corollaire. — Toute matrice de M, (K) qui admet n valeurs propres distinctes est dia-
gonalisable.
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§ 5 Diagonalisation et applications

5.5.1. Calcul des puissances d’une matrice diagonalisable.— Une premiere application
classique de la diagonalisation est le calcul des puissance d’une matrice. Soit A une matrice
diagonalisable de M, (K). I existe une matrice diagonale

M O - 0
D 0 Ao :
T 0|
0 -~ 0 X\

et une matrice inversible P telles que : D = P~'AP. Alors A* = PD*P~!, pour tout entier
naturel k£, d’ou

ANoo-o0
Ab—p| 0N p!
N ()
0O --- 0 )\’;
. . . 1 -1
5.5.2. Exemple.— Les puissances successives de la matrice A = [ 9 4 } sont

Ak _ PDkP—l _ |: 2k+1 o 3k 2k:+1 o 23k :|

—2F 438 2423k

20 1o Lo [2 1
o-lis] melh L) ee[A 4]

5.5.3. Résolution des systemes différentiels linéaires. — Une autre application classique de
la diagonalisation d’une matrice est la résolution des systemes différentiels linéaires. On se
propose de résoudre les systemes différentiels linéaires de la forme :

avec

dxq(t
J’;( ) =alw(t) + -+ + alw,(t)

t
B0 o)+ + gt

o1 les a sont des réels et les x; des fonctions réelles a valeurs réelles. Un tel systeme différentiel
prend la forme matricielle suivante :

d’;—? — Ax(t), (5.5)
avec
ay aj 1 (t)
A= ) X(t) =
al ... oa” 2, (1)

et oll désigne la dérivé du vecteur x(t).

dx(t)
dt
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Supposons que la matrice A soit diagonalisable (nous aborderons le cas des systemes diffé-
rentiels avec A non diagonalisable plus tard dans le cours), il existe une matrice D diagonale et
P inversible telles que

D =P 'AP.

La matrice P désigne un changement de base de R" : si x(t) est le vecteur colonne exprimant

un vecteur x(¢) dans la base initiale et y(¢) celui exprimant x(¢) dans la nouvelle base. On fait

le changement de variable y(t) = P~'x(¢). D’ou
dy

(t L, dx(t)
OA SN » b B S04
dt dt -’
donc dv(i
% — P 'Ax(t) = P'APy(t) = Dy(t).
Le systeme est donc équivalent au systeme :
dy(t)
——~ =Dyt
qui est facile a intégrer, car D est diagonale. En effet, si
N O - 0
D 0 X :
IR ||
0 - 0 X

les solutions de cette équation sont les vecteurs y(¢) dont la i-ieme composante est
i (t) = eM'y;(0).
I1 suffit alors de calculer x(t) en calculant x(t) = Py(¢).

5.5.4. Exemple.— Soit a résoudre le systeme différentiel suivant :

dx(t)
= x(t) —y(t),
s o

— = 2x(t) + 4y(t)

ou z,y : R — R sont deux fonctions réelles. On pose
1 -1 20 1 1
A_[Z \ ] D_[O 3} et P_[—l _2].

dy(t
Le systeme % = Dy(t), avec y(t) = { Zgg ] s’écrit sous la forme :

du(t
1;% ) ou)
dv(t)
= t
o 3u(t)
Ces deux équations ont pour solution
U(t) = ﬁ162t
v(t) = fae™

ol 3; et (B, sont deux constantes réelles. On en déduit que le systeme (5.6) admet pour solution

z(t) = pre* + PBoe™
y(t) = —ﬁlezt - 2526‘%
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