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Fiche de TD 9
Réduction de Jordan des matrices nilpotentes

Exercice.
Soit E un K´espace vectoriel de dimension finie n ě 1 et soit u P L pEq un

endomorphisme nilpotent.

1) Soit e P E et soit m ě 1 tels que umpeq “ 0, um´1peq ‰ 0. Montrer que les
vecteurs e, upeq, ..., um´1peq sont K´linéairement indépendants.

2) En déduire que un “ 0.

3) Déterminer la matrice de u dans la base pum´1peq, um´2peq, ..., upeq, eq.

4) Soient v1, ..., vr P E tels que

pv1, ..., u
m1´1

pv1q, v2, ..., u
m2´1

pv2q, ..., vr, ..., u
mr´1

pvrqq

est une base de im u et tels que :

um1pv1q “ ... “ umrpvrq “ 0

pour certains entiers m1, ...,mr ě 1.

On complète pum1´1pv1q, ..., u
mr´1pvrqq en une base

px1, ..., xk, u
m1´1

pv1q, ..., u
mr´1

pvrqq

de keru.

Pour tout 1 ď i ď r, soit wi P E tel que upwiq “ vi.

Montrer que

px1, ..., xk, u
m1pw1q, ..., w1, ...., u

mrpwrq, ..., wrq

est une base de E.

5) En déduire l’existence d’une base B de E où la matrice de u est de la forme

rusB “

¨

˝

J1
. . .

Jr

˛

‚
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où

@ 1 ď i ď r, Ji “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 0

0 0

1

0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

P Mni
pKq

pour certains entiers n1, ..., nr. Vérifier de plus que

n1 ` ... ` nr “ n

@ k P Ně1, Nk “ rguk`1
´ 2rguk

` rguk´1

est le nombre de blocs Ji de taille ni “ k.
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