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Fiche de TD 9
Réduction de Jordan des matrices nilpotentes

Exercice.
Soit £ un K —espace vectoriel de dimension finie n > 1 et soit u € Z(F) un

endomorphisme nilpotent.

1) Soit e € E et soit m > 1 tels que u™(e) = 0, u™ '(e) # 0. Montrer que les

vecteurs e, u(e), ...,u™ !(e) sont K —linéairement indépendants.
2) En déduire que u™ = 0.
3) Déterminer la matrice de u dans la base (u™ 1(e),u™ 2(e), ..., u(e), e).

4) Soient vy, ..., v, € E tels que

), vg, e, w2 (0g), e Uy s ™ T (0)))

(1, .oy u
est une base de im u et tels que :

u™(v) =...=u""(v,) =0

pour certains entiers my, ...,m, = 1.

On complete (u™ 1 (vy),...,u™ " (v,)) en une base
(21, oo, Ty u™ H(01), oy ™ (0)))

de ker u.
Pour tout 1 < i < r, soit w; € E tel que u(w;) = v;.

Montrer que
(1 ooy Ty ™ (W1), oy Wy ey (W04 w0,

est une base de FE.

5) En déduire l'existence d’'une base & de E ou la matrice de u est de la forme

Ji
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ou
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0——0 0

pour certains entiers nq, ..., n,. Vérifier de plus que
n+..+n.=n

VkeNsq, N = rgu*™t — 2rguf + rguf™?

est le nombre de blocs J; de taille n; = k.
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