
L3 – algèbre linéaire et géométrie vectorielle 2024-2025

Fiche de TD 1
Espaces vectoriels et sous-espaces

Exercice 1 Montrer que l’ensemble des fonctions réelles de la forme

x ÞÑ A cospx ` ϕq ,

où A P Rě0, ϕ P r0, 2πr sont des constantes, est un sous-R-espace vectoriel de
l’espace des fonctions réelles. Quelle est sa dimension ?

Exercice 2 Soit E un R´espace vectoriel de dimension finie.

a) Soient F,G ď E. Montrer que dimpF ` Gq “ dimF ` dimG ´ dimpF X Gq.

b) Donner un exemple de trois sous-espaces vectoriels F1, F2, F3 ď R
2 tels que

dimpF1 ` F2 ` F3q ‰ dimF1 ` dimF2 ` dimF3 ´ dimF1 X F2 ´ dimF2 X F3 ´

dimF1 X F3 ` dimF1 X F2 X F3.

Exercice 3 a) Soit E est le R´espace vectoriel des fonctions continues R Ñ R.
On note P (respectivement I ) l’ensemble des fonctions réelles continues paires
(respectivement impaires). Montrer que P, I ď E et que P ` I “ E.

b) Soit E “ MnpRq. Soit S (respectivement A ) l’ensemble des matrices réelles
symétriques (respectivement antisymétriques) de taille n. Montrer que S , A ď

E et que S ` A “ E.

c) Soit E l’ensemble des suites réelles panqnPN telles que @n P N, an`2 “ an`1`an.
Vérifier que E est un sous-espace vectoriel du R´espace vectoriel des suites
réelles et que E “ Ru `Rv où u, v sont les suites définies par : @ n P N, un “
´

1`
?
5

2

¯n

, vn “

´

1´
?
5

2

¯n

.

d) Soit E l’ensemble des fonctions y : R Ñ R deux fois dérivables telles que
y2 ` y “ 0. Vérifier que c’est bien un espace vectoriel (comme sous-espace des
fonctions réelles).

Montrer que E “ R cos`R sin. Indication. Soit y une fonction réelle dérivable.
Vérifier qu’il existe a, b des fonctions réelles telles que @x P R, y “ apxq cosx`

bpxq sinx, y1pxq “ ´apxqsinx ` bpxq cosx et que ces fonctions sont constantes
si y P E.
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Exercice 4 Soit E le R´espace vectoriel des suites réelles.
Parmi les sous-ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels ?

a) Les suites croissantes ;

b) les suites constantes ;

c) les suites constantes à partir d’un certain rang ;

d) les suites qui ont une limite ;

e) les suites punq telles que limun “ 0 ;

f) les suites punq telles que limun “ `8 ;

g) les suites qui n’ont pas de limite ;

h) les suites bornées ;

i) les suites non bornées.

j) opnq ;

k) Opnq ;

l) les suites punq telles que @ n P N, un`2 “ un`1 ` un.

Exercice 5 Soit E “ MnpRq. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des
sous-espaces de E ?

a) Les matrices diagonales ;

b) les matrices triangulaires supérieures ;

c) les matrices de diagonale nulle ;

d) les matrices diagonalisables ;

e) les matrices trigonalisables ;

f) les matrices nilpotentes ;

g) les matrices inversibles ;

h) les matrices non inversibles ;

i) les matrices de rang ď 1.

Exercice 6 a) Soit n ě 1. Soient x0, ..., xn P R deux à deux distincts. Montrer
que l’application linéaire RrXsďn Ñ R

n`1, P pXq ÞÑ pP px0q, ...P pxnqq est un
isomorphisme linéaire.
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b) En déduire que la famille des suites pxnqnPN, x P R, est R´linéairement indé-
pendante.

Exercice 7 Soit E un K´espace vectoriel. Si v1, ...vN P E, on pose :

Vecttv1, ..., vNu “ Kv1 ` ... ` KvN “ tt1v1 ` ... ` tNvN : @ 1 ď i ď N, ti P Ku .

a) Montrer que Vecttv1, ...vNu est un sous-espace vectoriel de E.

b) Montrer que Vecttp1,´1, 0q, p0, 1,´1qu “ tpx, y, zq P R3 : x ` y ` z “ 0u.

c) Trouver des équations linéaires l1, ..., lk surR3 telles que Vecttp1, 2, 3q, p4, 5, 6q, p7, 8, 9qu “

tpx, y, zq : l1px, y, zq “ ... “ lkpx, y, zq “ 0u.

Exercice 8 Soit E un K´espace vectoriel. On note E˚ “ L pE,Kq. Si F ď E,
on note FK “ tl P E˚ : @ x P F, lpxq “ 0u. Si V ď E˚, on note V ˝ “ tx P E :

@ l P V, lpxq “ 0u.

a) Montrer que EK “ 0, 0K “ E˚.

b) Montrer que si F ď E, alors FK ď E˚ et si V ď E˚, alors V 0 ď E.

c) Montrer que si F ď E, alors F ď pFKq˝. Montrer de même que si V ď E˚,
alors V ď pV ˝qK. Montrer que cette inclusion peut être stricte.

d) Montrer que si F ď E, alors FK “ ppFKq˝qK. De même montrer que si V ď E,
alors V ˝ “ ppV ˝qKq˝.

e) Montrer que si F1, F2 P E, alors F1 ď F2 ñ FK
2 ď FK

1 .

f) Soient F1, F2 ď E. Montrer que FK
1 XFK

2 “ pF1`F2qK. Démontrer une formule
semblabe avec « ˝ ».

g) Soient F1, F2 ď E, montrer que FK
1 `FK

2 ď pF1XF2q
K et une inclusion similaire

avec les « ˝ ». Montrer que pour les ˝, l’inclusion peut être stricte.

Exercice 9 Soit E “ RrXs le R´espace vectoriel des polynômes réels.
Parmi les sous-ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de

E ?

a) Les polynômes de degré ď n ;

b) les polynômes de degré ě n ;

c) les polynômes avec au moins n racines ;
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d) les polynômes avec au plus n racines ;

e) Soient x1, ..., xn P R. Les polynômes dont l’ensemble des racines est contenu
dans tx1, ..., xnu.

f) Soient x1, ..., xn P R. Les polynômes dont l’ensemble des racines contient
tx1, ..., xnu.

g) Les polynômes P tels que P 1p1q “ 0 ;

h) les polynômes dont 1 est une racine au moins double ;

i) les polynômes dont 1 est une racine au plus double.

Exercice 10 Soit T un tétraèdre régulier dans R3. On note F l’ensemble des
faces de T et A l’ensemble de ses arêtes. Montrer que l’application linéaire

R
A

Ñ R
F , f ÞÑ φpfq : F ÞÑ

ÿ

aĎF

fpaq

est surjective et donner une base de son noyau.

Exercice 11 Polynômes symétriques.

a) Déterminer dimCCrX1, ..., Xnsd, dimension de l’espace des polynômes homo-
gènes de degré d.

b) Déterminer dimCCrX1, X2, X3s
S3
d , dimension de l’espace des polynômes ho-

mogènes de degré d symétriques † si d “ 2, 3, 6.

c) On pose σ1 “ X1 ` X2 ` X3, σ2 “ X1X2 ` X2X3 ` X1X3, σ3 “ X1X2X3.
Montrer

CrX1, X2, X3s
S3
2 “ Cσ2

1 `Cσ2

CrX1, X2, X3s
S3
3 “ Cσ3

1 `Cσ1σ2 `Cσ3

CrX1, X2, X3s
S3
6 “ Cσ6

1 `Cσ4
1σ2 `Cσ3

1σ3 `Cσ2
1σ

2
2 `Cσ1σ2σ3 `Cσ3

2 `Cσ2
3 .

d) Soient L1 “ X1 ` jX2 ` j2X3, L2 “ X1 ` j2X2 ` jX3. Trouver a, b P C tels
que L1L2 “ aσ2

1 ` bσ2.

e) Trouver c, d, e P C tels que L3
1 ` L3

2 “ cσ3
1 ` dσ1σ2 ` eσ3.

f) Trouver f, g, h, i, j P C tels que pX1 ´ X2q2pX2 ´ X3q
2pX1 ´ X3q2 “ fσ3

1σ3 `

gσ2
1σ

2
2 ` hσ1σ2σ3 ` iσ3

2 ` jσ2
3.

†. c-à-d @ σ P S3, P pXσp1q, Xσp2q, Xσp3qq “ P pX1, X2, X3q.

4 / 4


