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Correction

Exercice 1 Soit C “
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a) Déterminer une base de kerC et une base de im C.
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2x ´ y ´ t “ 0

´x ` 2y ´ z “ 0

´y ` 2z ´ t “ 0

´x ´ z ` 2t “ 0

ô
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´x ` 2y ´ z “ 0 pL2q

3y ´ 2z ´ t “ 0 pL1 ` 2L2q

´y ` 2z ´ t “ 0

´2y ` 2t “ 0 pL4 ´ L2q

ô ...

ô x “ y “ z “ t
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donc
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est une base de kerC.

D’après le théorème de rang, dim im C “ 4 ´ dimkerC “ 3. Il suffit donc de
donner trois vecteurs indépendants de im C pour avoir une base.

Or, les trois premières colonnes de C :
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sont dans im C et sont indépendantes car
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(on prend les trois premières lignes des trois premières colonnes).

Donc les trois vecteurs
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forment une base de im C.

b) Montrer que R4 “ kerC ‘ im C.

2 / 7



Université Lyon I 2024-2025
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x “ 2λ ´ µ

x “ ´λ ` 2µ ´ ν

x “ ´µ ` 2ν

x “ ´λ ´ ν

ô ...

ô x “ λ “ µ “ ν “ 0.

Donc kerCXim C “ 0. Donc kerC`im C “ kerC‘im C. Comme dimpkerC‘

im Cq “ dimkerC ` dim im C “ 1 ` 3 “ 4, on a bien

kerC ‘ im C “ R
4.

Exercice 2 Pour chacune des listes de fonctions suivantes, dire si elle est libre
ou liée dans le R´espace vectoriel des fonctions continues de R dans R. Justifier
chaque réponse.

a) px ` 1q2, px ` 2q2, px ` 3q2, px ` 4q2 ;

Les 4 fonctions px ` 1q2, px ` 2q2, px ` 3q2, px ` 4q2 sont dans le sous-espace
Rrxsď2 qui est de dimension 3 donc sont liées.
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b) |x ` 1|, |x ` 2|, |x ` 3|, |x ` 4|.
Soient t1, t2, t3, t4 P R tels que

@ x P R, t1|x ` 1| ` t2|x ` 2| ` t3|x ` 3| ` t4|x ` 4| “ 0

ñ t1|x ` 1| “ ´t2|x ` 2| ´ t3|x ` 3| ´ t4|x ` 4| p˚q.

Or, la fonction x ÞÑ |x| est dérivable sur R z t0u et n’est pas dérivable en
x “ 0. Donc dans l’égalité p˚q, la fonction de droite est dérivable en x “ ´1.
La fonction de gauche n’est pas dérivable en x “ ´1 si t1 ‰ 0. Donc t1 “ 0.
De même

@ x P R, t2|x ` 2| “ ´t1|x ` 1| ´ t3|x ` 3| ´ t4|x ` 4|

ñ t2 “ 0.

De même, t3 “ t4 “ 0. Donc les fonctions

|x ` 1|, |x ` 2|, |x ` 3|, |x ` 4|

forment une famille libre sur R.

Exercice 3 Soit l’application

φ : CrXsď3 Ñ C
4, P pXq ÞÑ pP p0q, P 1

p0q, P p1q, P 1
p1qq.

a) Montrer que φ est linéaire.
Soient P,Q P CrXsď3. On a

φpP ` Qq “ ppP ` Qqp0q, pP ` Qq
1
p0q, pP ` Qqp1q, pP ` Qq

1
p1qq

“ pP p0q ` Qp0q, P 1
p0q ` Q1

p0q, P p1q ` Qp1q, P 1
p1q, Q1

p1qq

“ pP p0q, P 1
p0, P p1q, P 1

p1qq ` pQp0q, Q1
p0q, Qp1q, Q1

p1qq

“ φpP q ` φpQq.

Soit λ P C. On a :

φpλP q “ pλP p0q, pλP q
1
p0q, λP p1q, pλP q

1
p1qq

“ pλP p0q, λP 1
p0q, λP p1q, λP 1

p1qq

“ λpP p0q, P 1
p0q, P p1q, P 1

p1qq

λφpP q.

Donc φ est linéaire.
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b) Montrer que φ est bijective.

Soit P P kerφ. Alors φpP q “ p0, 0, 0, 0q

ñ P p0q “ P 1
p0q “ P p1q “ P 1

p1q “ 0

ñ X2
|P, pX ´ 1q

2
|P

ñ X2
pX ´ 1q

2
|P

ñ P “ 0

Car degP ď 3 ă 4 “ degX2pX ´ 1q2.

c) Déterminer P0 “ φ´1p1, 0, 0, 0q, P1 “ φ´1p0, 1, 0, 0q, P2 “ φ´1p0, 0, 1, 0q, P3 “

φ´1p0, 0, 0, 1q.

On a
P0 “ φ´1

p1, 0, 0, 0q

ô P0p0q “ 1, P 1
0p0q “ 0, P0p1q “ P 1

0p1q “ 0

ñ X2
|P0 ´ 1 ñ P0 ´ 1 “ X2

paX ` bq, a, b P C

car degP0 ď 3

ñ P0 “ aX3
` bX2

` 1.

Donc

P0p1q “ P 1
0p1q “ 0 ô

$

&

%

a ` b ` 1 “ 0

3a ` 2b ` 1 “ 0

ô

$

&

%

a ` b “ ´1

3a ` 2b “ ´1

ô ... ô a “ ´2, b “ ´4.

Donc P0 “ ´2X3 ´ 4X2 ` 1.

De même,

φpP1q “ p0, 1, 0, 0q ô P1p0q “ 0, P 1
1p0q “ 1, P1p1q “ P 1

1p1q “ 0

ñ pX ´ 1q
2
|P1

ñ P1 “ pX ´ 1q
2
paX ` bq, a, b P C
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car degP1 ď 3

ñ P1p0q “ p´1qb “ ´b, P 1
1p0q “ 2p´1qb ` p´1q

2a “ ´2b ` a

ñ

$

&

%

´b “ 0

´2b ` a “ 1

ô b “ 0, a “ 1

ñ P1 “ pX ´ 1q
2.

De même,

φpP2q “ p0, 0, 1, 0q ô P2p0q “ 0, P 1
2p0q “ 0, P2p1q “ 1, P 1

2p1q “ 0

ñ X2
|P2

ñ P2 “ X2
paX ` bq, a, b P C

car degP2 ď 3

ñ P2p1q “ a ` b, P 1
2p1q “ 2pa ` bq ` 12a “ 3a ` 2b

ñ

$

&

%

a ` b “ 1

3a ` 2b “ 0
$

&

%

a ` b “ 1

3a ` 2b “ 0

ô ... ô a “ ´2, b “ 3

ñ P2 “ X2
p´2X ` 3q “ ´2X3

` 3X2.

De même,

φpP3q “ p0, 0, 0, 1q ô P3p0q “ 0, P 1
3p0q “ 0, P3p1q “ 0, P 1

3p1q “ 1

ñ X2
|P3

ñ P3 “ X2
paX ` bq, a, b P C

car degP3 ď 3

ñ P3p1q “ a ` b, P 1
3p1q “ 2pa ` bq ` 12a “ 3a ` 2b
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ñ

$

&

%

a ` b “ 0

3a ` 2b “ 1
$

&

%

a ` b “ 0

3a ` 2b “ 1

ô ... ô a “ 1, b “ ´1

ñ P2 “ X2
pX ´ 1q “ X3

´ X.

d) Montrer que pP0, P1, P2, P3q est une base de CrXsď3.

Comme φ est un isomorphisme linéaire, pP0, P1, P2, P3q est une base de CrXsď3

comme image de la base canonique de C4 par φ´1.

e) Exprimer le polynôme pX ` 1q3 dans la base pP0, P1, P2, P3q.

Soient t0, t1, t2, t3 P C tels que :

t0P0 ` t1P1 ` t2P2 ` t3P3 “ pX ` 1q
3

Or, d’une part

φpt0P0 ` t1P1 ` t2P2 ` t3P3q “ t0φpP0q ` t1φpP1q ` t2φpP2q ` t3φpP3q

“ pt0, t1, t2, t3q.

D’autre part,

φppX ` 1q
3
q “ pp0 ` 1q

3, 3.p0 ` 1q
2, p1 ` 1q

3, 3.p1 ` 1q
2
q

“ p1, 3, 8, 12q.

Donc pX ` 1q3 “ P0 ` 3P1 ` 8P2 ` 12P3.

Exercice 4 (Bonus) Donner un exemple de trois sous-R-espaces vectoriels V1, V2, V3

de R4 tels que : pV1 X V3q ` pV2 X V3q Ă
“

pV1 ` V2q X V3.

Par exemple V1 “ R2 ˆ 0 ˆ 0, V2 “ 0 ˆ 0 ˆR2, V3 “ tpx, x, x, xq : x P Ru.
Alors V1 X V3 “ V2 X V3 “ 0 ñ pV1 X V3q ` pV2 X V3q “ 0.
D’un autre côté, V1 ` V2 “ R4 ñ pV1 ` V2q X V3 “ V3 ‰ 0.
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