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Correction

1
Exercice 1 Soit C' = e M (R).

-1 0 -1 2
a) Déterminer une base de ker C' et une base de im C'.

-

x 20 —y —t = 0
1 —r+2y—z = 0
Y ekerC < < Y
z —y+2z2—t = 0
t —r—z2+2t = 0
—x+2y—z = 0(L2)
3y—2z—t = 0(L1+2L2)
< 9
—y+2z2—-t = 0
—2y + 2t = 0 (L4—-L2)
< .
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donc est une base de ker C'.
1

1

D’apreés le théoréme de rang, dimim C' = 4 — dimker C' = 3. 1l suffit donc de
donner trois vecteurs indépendants de im C' pour avoir une base.

Or, les trois premiéres colonnes de C' :

(on prend les trois premiéres lignes des trois premiéres colonnes).

Donc les trois vecteurs

forment une base de im C'.

b) Montrer que R* = ker C @im C'.
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x
T
Soit e kerC. On a
T
T
T T 2 —1 0
x T —1 2 —1
eimC < I\ u,veR, =\ + 1 +v
x T 0 —1 2
T T —1 0 —1

r = 2\— L
r = =A+2u—v
) r = —pu+2v
| T = —A—v

sr=A=pu=v=>0.

Donc ker C'nim C' = 0. Donc ker C+im C' = ker C®im C. Comme dim(ker C®
im C) = dimker C' + dimim C = 1+ 3 = 4, on a bien

ker C @im C = R*.

Exercice 2 Pour chacune des listes de fonctions suivantes, dire si elle est libre
ou liée dans le R—espace vectoriel des fonctions continues de R dans R. Justifier
chaque réponse.

2) (x4 12 (2 + 2 (x4 B2 (x + )7
Les 4 fonctions (z + 1)%, (z + 2)%, (z + 3)%, (z + 4)? sont dans le sous-espace

)

R[z]<2 qui est de dimension 3 donc sont liées.
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b)

|z + 1], |z + 2|, |z + 3|, |z + 4.
Soient ty, 1o, 13,14 € R tels que

VZEER, t1|IL'+1| +t2|l’+2| +t3|$+3| +t4|[L‘+4:| =0

Or, la fonction x — |x| est dérivable sur R \ {0} et n’est pas dérivable en

x = 0. Donc dans 'égalité (=), la fonction de droite est dérivable en z = —1.
La fonction de gauche n’est pas dérivable en x = —1 si ¢t; # 0. Donc t; = 0.
De méme

VaoeR, to|lr + 2| = —t1|x + 1| — t3|x + 3| — t4]x + 4|
=ty = 0.
De méme, t3 = t, = 0. Donc les fonctions
|z + 1], |z + 2|, |z + 3|, |x + 4|

forment une famille libre sur R.

Exercice 3 Soit I'application

p: C[X]<s — €, P(X) — (P(0), P'(0), P(1), P'(1)).

Montrer que ¢ est linéaire.
Soient P,@Q € C[X]<3. On a

p(P+ Q) = ((P+@)0),(P+Q)(0),(P+@Q)1),(P+Q)(1))
= (P(0) + Q(0), P/(0) + Q'(0), P(1) + Q(1), P'(1),Q'(1))
= (P(0), P'(0, P(1), P'(1)) + (Q(0), @'(0), Q(1), Q'(1))

= ¢(P) + ¢(Q).
Soit A\e C. On a:

p(AP) = (AP(0), (AP)'(0), AP(1), (AP)'(1))
= (AP(0),\P'(0), \P(1),A\P'(1))
= A(P(0), P'(0), P(1), P'(1))
Ap(P).

Donc ¢ est linéaire.
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b) Montrer que ¢ est bijective.
Soit P € ker ¢. Alors ¢(P) = (0,0,0,0)

— P(0) = P'(0) = P(1) = P/(1) = 0

= X?|P, (X —1)*|P
= X*(X - 1)?|P
= P=0
Car deg P < 3 < 4 = deg X?(X —1)2.
c) Déterminer Py = ¢1(1,0,0,0), P, = ¢ 1(0,1,0,0), P, = ¢~ (0,0,1,0), P3 =
v~1(0,0,0,1).
On a
Py = (1,0,0,0)
< Py(0) =1, 75(0) = 0, Py(1) = Fy(1) =0
= X}P) 1= P —1=X*aX+b),a,beC
car deg Py < 3
= Py =aX’+bX*+ 1.
Donc
a+b+1 =0
3a+20+1 = 0

Py(1) = Fj(1) =0«

a+b = -1
=

3a+2b = —1
& ..ea=-2,b=—-4

Donc Py = —2X3% —4X? 4+ 1.

De méme,

= (X— 1)2’P1
=P =(X-17%0aX +b), a,beC

5 /[



Université Lyon I 2024-2025

car deg P, < 3

= P(0) = (—=1)b= —b, P{(0) =2(—~1)b+ (—1)%a = —-2b+a

De méme,
p(P) = (0,0,1,0) < P(0) = 0, P3(0) = 0, (1) = 1, P3(1) = 0
= X?| P,
= P, = X*(aX +0),a,beC

car deg P, < 3

= Py(1) =a+b, Py(1) =2(a +b) + 1%a = 3a + 2b

a+b = 1
=

3a+2b = 0

a+b = 1

3a+2b = 0
s ...ea=-2b=3

= Py = X?(—2X +3) = —2X° + 3X2.
De méme,
©(Ps) = (0,0,0,1) < P5(0) = 0, P5(0) = 0, P5(1) = 0, P3(1) = 1
= X?|Ps
= Py = X*(aX +0),a,beC
car deg P3 < 3

= P3(1) =a+b, P5(1) =2(a +b) + 1°a = 3a + 2b

6 /[7



Université Lyon I 2024-2025

a+b = 0
=

3a+2b = 1

a+b =0

3a+2b = 1
s ...ea=1,b0=-1

=P =X*(X-1)=X"-X.

d) Montrer que (Fy, P, Py, P3) est une base de C[X]<;.

Comme ¢ est un isomorphisme linéaire, (P, P, P, P;) est une base de C[X]<3
comme image de la base canonique de C* par ¢!

e) Exprimer le polynome (X + 1)% dans la base (P, Py, P3, P3).
Soient tg,t1, 12, t3 € C tels que :

toPy + 1 Py + toPy +t3Py = (X + 1)°
Or, d’une part
@(toPo + 11 Py + ta Py + t3P3) = top(Fo) + tio(Pr) + tao(Pa) + t3o(Ps)

= (t07t17t27t3)-
D’autre part,
(X +1)* = ((0+1)23.(0+ 1) (1+1)%3.(1+1)?

—(1,3,8,12).
Donc (X +1)* = Py + 3P, + 8P, + 12P5.

Exercice 4 (Bonus) Donner un exemple de trois sous-R-espaces vectoriels V;, Vs, V3
de]R4telsque:(%m%)—l—(%m%)i(%ﬁ—%)m%.
Par exemple V; = R?2x 0x 0, Vo =0 x 0 x R V3 = {(z,z,z,2) : v e R}.
Alors VinVa=VonV3=0= (Vi nV3) + (VonV3) =0.
D'un autre coté, Vi + Vo =RY= (V1 + Vo) n Vs = V3 # 0.
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