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L3 — algébre linéaire et géométrie vectorielle
Examen partiel
mercredi 13 mars 2024

10H - 11H30
Ni les documents, ni les téléphones ni les calculatrices ne sont autorisés.

Corrigé

Exercice 1 Soient les vecteurs suivants dans R*.
v =(0,1,2,3), vs = (1,2,3,4), v3 = (2,3,4,5),

vy =(0,1,0,1), vs = (1,0,1,0) .
On pose F' = Vect{vy, v, v3}, G = Vect{vy, vs}.
a) Déterminer une base de F' et une base de G.
Ona : v3 — vy = v9 — v; donc v3 = 2vy — v7 = F = Vectvy,vy. Or vy, vy ne
sont pas colinéaires donc (v, v9) est une base de F'. Comme vy, vs ne sont pas

colinéaires, (v4, v5) est une base de G.

b) Donner une base de F' n G. Soient x,y € R. On a

xv1 +yve € G < da,be R, xvy + yve = avy + bus

Y =0

r+2y = a
< da,b, <

20 +3y = b

3r+4y = a

T+ 2y =3z + 4y
srz+y=0.

y =2+ 3y

Donc FF'n G = {zv; —zvy : € R} = R(v; — vg). Donc le vecteur v; — vy =
—(1,1,1,1) est une base de F' n G.
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c) En déduire dim(F + G) et donner une base de F' + G. Ona : dim(F + G) =
dim F' + dim G — dim(F n G). Or dim F' = dim G = 2, dim F' n G = 1. Donc
dim F' + G = 3. Comme v, v9,v4 € F'+ G, il suffit de vérifier que vy, v, v4 SONt

R—linéairement indépendants pour trouver une base.

Orsix,y,zelR,

Y = 0
r+2y+z =0
U + Yyve + 204 = 0 < <
2 + 3y = 0
\3x+4y+z = 0
Y = 0
r+z = 0
< sr=y=2=0
2x =0
3r+z = 0
Donc (vy,v9,v4) est une base de F' + G.
Exercice 2 Soit
2 -2 -2 2
11 7 1 1
N = - E%4(]R)
810 8 0 0
1 -1 7 =3

Soit F = .%471(]1:{).
Soit fy: F— FE, z— Nux.

Soient
up = t(_l?ov 1’2)a Uz = t(0> 1,2, _1)a Uz = t(1>27 —1,0), Uy = t(2> -1,0, 1) .

a) Montrer que b = (uy, us, ug, uy) est une base de E.
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Il suffit de montrer que

10 1 2
0 1 2 -1
D= #0
12 -1 0
2 -1 0 1
Or,
1 0 1 2
12 -1
2 ) P P
0 2 0 2
~12 5
0 -1 2 5

SIS () — 4 —4—0—4—20) =32 #0.
Donc b = (uy, ug, us, uy) est une base de F.

b) Quelle est la matrice de fy dans la base b7

On trouve fy(uy) =0, fy(ug) = w1, fy(ug) = ug, fn(ug) = usz donc la matrice
de fy dans la base b est la matrice

Ny

I
o o o o
o o o =
o o =
o = o o

c) En déduire N*.

La formule de changement de bases donne :
N = PN, P!

ou P est la matrice de passage de la base canonique dans la base b. caaq,
-1 0 1 2

‘Donc N4 = (PN, P~1)* = PNipP~1 = 0.

—1
1 2 —1 0

3/



Université Lyon I 2023-2024

Exercice 3 a) Soit n € N. Montrer que I'application linéaire
on: R[X]<n = R[X]<n, P(X) = P(X +1) + P(X)

est un isomorphisme.

Soit 0 # P = asX% + ... + ap € R[X] avec aq # 0. Alors
P(X + 1)+ P(X) = 2a4X" + termes de degrés < d

donc deg(P(X + 1) + P(X)) = deg P et en particulier P(X + 1) + P(X) # 0.
Donc ker ¢, = 0 pour tout n. Donc ¢, est injectif. Comme dim R[X]<, =
n + 1 < oo, le morphisme injectif ¢,, est un isomorphisme.

b) L’application ¢ : R[X]| — R[X], P(X) — P(X + 1) + P(X) est-elle aussi un
isomorphisme ?
L’application ¢ est injective car V P € R[X], ¢(P) = 0 = P = 0. Soit 0 #
Q € R[X]. Soit n = deg @ € N, alors Q € R[X]<, = 3 P € R[X]<p, @n(P) =
©(P) = Q. Donc ¢ est aussi surjectif. Donc ¢ : R[X]| — R[X] est un isomr-
phisme.

¢) Trouver l'unique polynome e(X) € R[X|<4 tel que p4(e(X)) = 2X*.
On cherche P sous la forme P = a, X* + as2® + as X? + a1 X +ag o V1 <i <
4, a; € R.
Alors

01(P) = 2X" & ay(X+1) +a3(X+1)*+a(X+1)*+ay (X +1)+ag+as X +azr® +ag X +a, XA

<= X4(2a4)+X3(4a4+2a3)+X2(6a4+3a3—|—2a2)+X(4a4+3a3+2a2+2a1)+(a4—|—a3+a2+a1 +2a0

-

2a,4 = 2

day + 2as = 0

<\ 6a4 + 3as + 2a2 = 0

day + 3as + 2a9 +2a7, = 0

\a4+a3+a2+a1+2a0 = 0
say=1,a3=-2,a=0,a1=1,ap=0

P=X*"-2X3+X.
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Exercice 4 Pour chacune des listes de fonctions suivantes, dire si elle est libre
ou liée dans le R—espace vectoriel des fonctions continues de R dans R. Justifier

chaque réponse.

a) sinz, (sinz)?, (sinx)?; Soient a,b,c € R tels que
VzeR, asinz + bsin?z + esin®z = 0 .

Alors V2 € R, P(sinz) = 0 ou P = aX + bX?+ ¢X? Donc P =0 car P a

une infinité de racines : sinx, s € R. Donc a = b = ¢ = 0. Donc la famille

(sin z, sin? z, sin® ) est libre.

b) sinx,sin(2z),sin(3x); Soient a,b, c € R tels que

VrxeR, asinz + bsin2x + csin3x =0 .

Par exemple pour x = 7, %, &, on trouve le systéme :
a—c =0
(S) ?a + ?b = 0
sa+ gb +c = 0
1 0 -1
or, ?@0 =§ 3+ i (‘[)7&0 Donc (S) a=b=c=0et la
143 9
2 2
famille (sin z, sin 2, sin 3z) est libre.

c) sinz,sin(sinx),sin(sin(sinx)).

Soient a,b,c € R tels que

VrxelR, asinz + bsinsinx + csinsinsinz = 0 .

Utilisons les développements limités a 'ordre 5 en 0.

1.3 l'5

smx—x—ngﬁJro( %)
)3 SN
sinsinz = sinx — (SH;vE) + (51111255) + o((sin 7))
R (x—%+%)3 (I—%—F%)S 5
T+ s +
Y76 10 6 BT o)
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P T .
=r- 3 + 0 + o(x”)
3 5
sinsinsinx = sinz — (sin) + (sin ) + o(sin x)®)
3 10
3 2P (m—ﬁ—I-xs)?’ (:zc—ﬁ—i—i)5
Tt ¢ 120/ 6 120/ | (P
7% 120 6 10 o(z’)
3 11 5
zx—%+Tg+o(x5)

Par unicité des développements limités a 1’ordre 5 en 0, on obtient :

3 x° 2 2 2 112
_ b(r — _
a(x et 120)+ (z 5t 10)+c(a:

comme polynome en la variable x.

5 T a0

)=0

d’ou le systéme

a+b+c = 0
(*) —%a—éb—%c = 0
1 1
350+ sb+ 3¢ = 0
Malis Ll
111 111 1+1+1+1
GO 8T 1200 600 240 360 20 1 240
120 10 40
__L.y
18 '

Donc () < a =b = c =0 et la famille (sinz, sinsin z, sinsinsin z) est libre.
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