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Corrigé

Exercice 1 Soient les vecteurs suivants dans R4.

v1 “ p0, 1, 2, 3q, v2 “ p1, 2, 3, 4q, v3 “ p2, 3, 4, 5q,

v4 “ p0, 1, 0, 1q, v5 “ p1, 0, 1, 0q .

On pose F “ Vecttv1, v2, v3u, G “ Vecttv4, v5u.

a) Déterminer une base de F et une base de G.
Ona : v3 ´ v2 “ v2 ´ v1 donc v3 “ 2v2 ´ v1 ñ F “ Vectv1, v2. Or v1, v2 ne
sont pas colinéaires donc pv1, v2q est une base de F . Comme v4, v5 ne sont pas
colinéaires, pv4, v5q est une base de G.

b) Donner une base de F X G. Soient x, y P R. On a

xv1 ` yv2 P G ô D a, b P R, xv1 ` yv2 “ av4 ` bv5

ô D a, b,

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

y “ b

x ` 2y “ a

2x ` 3y “ b

3x ` 4y “ a

$

&

%

x ` 2y “ 3x ` 4y

y “ 2x ` 3y
ô x ` y “ 0 .

Donc F X G “ txv1 ´ xv2 : x P Ru “ Rpv1 ´ v2q. Donc le vecteur v1 ´ v2 “

´p1, 1, 1, 1q est une base de F X G.
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c) En déduire dimpF ` Gq et donner une base de F ` G. Ona : dimpF ` Gq “

dimF ` dimG ´ dimpF X Gq. Or dimF “ dimG “ 2, dimF X G “ 1. Donc
dimF `G “ 3. Comme v1, v2, v4 P F `G, il suffit de vérifier que v1, v2, v4 sont
R´linéairement indépendants pour trouver une base.

Or si x, y, z P R,

xv1 ` yv2 ` zv4 “ 0 ô

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

y “ 0

x ` 2y ` z “ 0

2x ` 3y “ 0

3x ` 4y ` z “ 0

ô

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

y “ 0

x ` z “ 0

2x “ 0

3x ` z “ 0

ô x “ y “ z “ 0 .

Donc pv1, v2, v4q est une base de F ` G.

Exercice 2 Soit

N “
1

8

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 ´2 ´2 2

7 1 1 3

0 8 0 0

1 ´1 7 ´3

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

P M4pRq .

Soit E “ M4,1pRq.
Soit fN : E Ñ E, x ÞÑ Nx.
Soient

u1 “
t
p´1, 0, 1, 2q, u2 “

t
p0, 1, 2,´1q, u3 “

t
p1, 2,´1, 0q, u4 “

t
p2,´1, 0, 1q .

a) Montrer que b “ pu1, u2, u3, u4q est une base de E.
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Il suffit de montrer que

D :“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´1 0 1 2

0 1 2 ´1

1 2 ´1 0

2 ´1 0 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

‰ 0 .

Or,

D
L3`L1
L4`2L1

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´1 0 1 2

0 1 2 ´1

0 2 0 2

0 ´1 2 5

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ ´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 2 ´1

2 0 2

´1 2 5

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Sarrus
“ ´p0 ´ 4 ´ 4 ´ 0 ´ 4 ´ 20q “ 32 ‰ 0.

Donc b “ pu1, u2, u3, u4q est une base de E.

b) Quelle est la matrice de fN dans la base b ?

On trouve fNpu1q “ 0, fNpu2q “ u1, fNpu3q “ u2, fNpu4q “ u3 donc la matrice
de fN dans la base b est la matrice

N1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

c) En déduire N4.

La formule de changement de bases donne :

N “ PN1P
´1

où P est la matrice de passage de la base canonique dans la base b. C-à-d,

P “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´1 0 1 2

0 1 2 ´1

1 2 ´1 0

2 ´1 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. Donc N4 “ pPN1P
´1q4 “ PN4

1P
´1 “ 0.
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Exercice 3 a) Soit n P N. Montrer que l’application linéaire

φn : RrXsďn Ñ RrXsďn , P pXq ÞÑ P pX ` 1q ` P pXq

est un isomorphisme.
Soit 0 ‰ P “ adX

d ` ... ` a0 P RrXs avec ad ‰ 0. Alors

P pX ` 1q ` P pXq “ 2adX
d

` termes de degrés ă d

donc degpP pX ` 1q ` P pXqq “ degP et en particulier P pX ` 1q ` P pXq ‰ 0.
Donc kerφn “ 0 pour tout n. Donc φn est injectif. Comme dimRrXsďn “

n ` 1 ă 8, le morphisme injectif φn est un isomorphisme.

b) L’application φ : RrXs Ñ RrXs, P pXq ÞÑ P pX ` 1q ` P pXq est-elle aussi un
isomorphisme ?
L’application φ est injective car @ P P RrXs, φpP q “ 0 ñ P “ 0. Soit 0 ‰

Q P RrXs. Soit n “ degQ P N, alors Q P RrXsďn ñ D P P RrXsďn, φnpP q “

φpP q “ Q. Donc φ est aussi surjectif. Donc φ : RrXs Ñ RrXs est un isomr-
phisme.

c) Trouver l’unique polynôme epXq P RrXsď4 tel que φ4pepXqq “ 2X4.
On cherche P sous la forme P “ a4X

4 ` a3x
3 ` a2X

2 ` a1X ` a0 où @ 1 ď i ď

4, ai P R.
Alors

φ4pP q “ 2X4
ô a4pX`1q

4
`a3pX`1q

3
`a2pX`1q

2
`a1pX`1q`a0`a4X

4
`a3x

3
`a2X

2
`a1X`a0 “ 2X4

ô X4
p2a4q`X3

p4a4`2a3q`X2
p6a4`3a3`2a2q`Xp4a4`3a3`2a2`2a1q`pa4`a3`a2`a1`2a0q “ 2X4

ô

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

2a4 “ 2

4a4 ` 2a3 “ 0

6a4 ` 3a3 ` 2a2 “ 0

4a4 ` 3a3 ` 2a2 ` 2a1 “ 0

a4 ` a3 ` a2 ` a1 ` 2a0 “ 0

ô a4 “ 1, a3 “ ´2, a2 “ 0, a1 “ 1, a0 “ 0

P “ X4
´ 2X3

` X .
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Exercice 4 Pour chacune des listes de fonctions suivantes, dire si elle est libre
ou liée dans le R´espace vectoriel des fonctions continues de R dans R. Justifier
chaque réponse.

a) sinx, psinxq2, psinxq3 ; Soient a, b, c P R tels que

@ x P R, a sinx ` b sin2 x ` c sin3 x “ 0 .

Alors @ x P R, P psinxq “ 0 où P “ aX ` bX2 ` cX3. Donc P “ 0 car P a
une infinité de racines : sinx, s P R. Donc a “ b “ c “ 0. Donc la famille
psinx, sin2 x, sin3 xq est libre.

b) sinx, sinp2xq, sinp3xq ; Soient a, b, c P R tels que

@ x P R, a sinx ` b sin 2x ` c sin 3x “ 0 .

Par exemple pour x “ π
2
, π

3
, π

6
, on trouve le système :

pSq

$

’

’

’

&

’

’

’

%

a ´ c “ 0
?
3
2
a `

?
3
2
b “ 0

1
2
a `

?
3
2
b ` c “ 0

or,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 0 ´1
?
3
2

?
3
2

0
1
2

?
3
2

1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
?
3
2

´ 3
4

`
?
3
4

“
3p

?
3´1q

4
‰ 0. Donc pSq ô a “ b “ c “ 0 et la

famille psinx, sin 2x, sin 3xq est libre.

c) sinx, sinpsinxq, sinpsinpsinxqq.

Soient a, b, c P R tels que

@ x P R, a sinx ` b sin sinx ` c sin sin sinx “ 0 .

Utilisons les développements limités à l’ordre 5 en 0.

sinx “ x ´
x3

6
`

x5

120
` opx5

q

sin sinx “ sinx ´
psinxq3

6
`

psinxq5

120
` oppsinxq

5
q

x ´
x3

6
`

x5

120
´

px ´ x3

6
` x5

120
q3

6
`

px ´ x3

6
` x5

120
q5

120
` opx5

q
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“ x ´
x3

3
`

x5

10
` opx5

q

sin sin sin x “ sinx ´
psinxq3

3
`

psinxq5

10
` opsinxq

5
q

“ x ´
x3

6
`

x5

120
´

px ´ x3

6
` x5

120
q3

6
`

px ´ x3

6
` x5

120
q5

10
` opx5

q

“ x ´
x3

2
`

11x5

40
` opx5

q .

Par unicité des développements limités à l’ordre 5 en 0, on obtient :

apx ´
x3

6
`

x5

120
q ` bpx ´

x3

3
`

x5

10
q ` cpx ´

x3

2
`

11x5

40
q “ 0

comme polynôme en la variable x.

d’où le système

p˚q

$

’

’

’

&

’

’

’

%

a ` b ` c “ 0

´1
6
a ´ 1

3
b ´ 1

2
c “ 0

1
120

a ` 1
10
b ` 11

40
c “ 0

.

Mais
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 1 1
´1

6
´1

3
´1

2
1

120

?
1

10
11
40

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ ´
11

120
´

1

60
´

1

240
`

1

360
`

1

20
`

1

240

“ ´
1

18
‰ 0 .

Donc p˚q ô a “ b “ c “ 0 et la famille psinx, sin sinx, sin sin sinxq est libre.
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