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Feuille 6 : Extrema
CORRECTION

Exercice 1. Preuve fausse a corriger
Déterminer toutes les erreurs commises dans la preuve ci-dessous et la corriger.
Soit f: R? — R définie par f(x,y) = x* + y*. Montrons que f admet au point (1,2) un minimum local.

En effet, on trouve facilement que, pour tout (x,y) € R2, %(m, y) = 12z, giy’;(m,y) =12y et a‘fgy (z,y) =
0. Ainsi, la Hessienne de [ au point (1,2) est diagonale avec des coefficients strictement positifs, donc
définie positive. On en déduit que f admet au point (1,2) un minimum local.

Correction. Les erreurs sont les suivantes :

1. Le calcul des dérivées partielles secondes est fausse. En effet, pour tout (z,y) € R,
of of

95 _ 43 9 43
8x(iv,y) 47, ay(ﬂf,y) 4y°,

02 f

0x2

o*f
0y?

0% f
dxdy

(2,y) = 1227, (z,y) = 129, (z,y) =0.

2. Il est vrai que la hessienne au point (1,2) est diagonale avec des coefficients positifs puisque

0% f

0 f

Mais comme le point (1,2) n’est pas un point critique car

of _ of _
S (LD =4#0, ay(L?) =32#0,

f n’admet pas de minimum local au point (1,2). Le seul minimum local (global en fait) est (0, 0)
car
V(w,y) €R?, flz,y)=a" +y" >0

avec égalité si et seulement si (x,y) = (0,0). Notons aussi que V, ,yf = (0,0) <= (z,y) = (0,0)
et donc que (0,0) est le seul point critique, donc le seul extremum local de f sur R2.

Exercice 2. Extrema de polynémes
Déterminer les extrema des fonctions suivantes :

1. f:R2 =R, (z,y) = z* +y* — 2(z + y)?
2. f:R3 =R, (z,y,2) = 1+ 2y — 3y? + 222 — 322
Correction.

1. Déterminons les points critiques de f. Les dérivées partielles premiéres de f en (z,y) sont

0 0
o) =40~ Ao k), G (o) = 40~ (e ),

et le systéme d’équations des points critiques est donné par
Vi =0 < 42° —4(z+y) =4y®> —4(z +y) =0

On a donc nécessairement > = y3 c’est-a-dire x = y, et on obtient 423 — 8z = 0, donc 4z (22 —2) =
0 et donc z =0 ou z = v/2 ou x = —/2. On obtient ainsi les points critiques

(030)7 (\/57 \[2)7 (7\f77\f2)'



Déterminons la hessienne de f en tout point (z,y) € R? :

122% — 4 —4
Hf(xay): ( —4 12y2_4 )

On trouve ainsi

H(0,0) = ( :i :i ) Hp(V2,V2) = Hy(—V2,-V2) = < E?l 581 >

Le polynoéme caractéristique de Hy(0,0) est
Py(X)=(-4—X)> -4 = X? 48X = X(X +8),

donc les valeurs propres de H;(0,0) sont 0 et —8. On ne peut pas conclure directement.
Alternativement, on calcule le déterminant de cette hessienne, qui vaut 0, ce qui veut dire que le
produit de ses valeurs propres est nul, donc que l'une des valeurs propres est nulle, donc on ne
peut pas conclure.
Soit = € R, calculons

fz,z) = 22* — 82 = 22%(2* —4) <0

au voisinage de x = 0. Par contre, on a
f(z,—z) =2z* >0,

donc (0,0) est un point selle de f.
Le polynéme caractéristique de Hy(v/2,v/2) est

P(X)=(20—-X)?—4>= (20 — X — 4)(20 — X +4) = (16 — X)(24 — X)),

donc les valeurs propres de Hf(\/i, Vv2) sont 16 > 0 et 24 > 0, donc Hf(\/i, V2) est définie
positive et ainsi f admet aux points +(1/2,v/2) des minima locaux.

Alternativement, on calcule le déterminant de cette hessienne, qui vaut 384 > 0 et sa trace qui
vaut 40 > 0. Ainsi, grdace au déterminant on en déduit que les deux valeurs propres ont méme
signe, et qu’elles sont donc strictement positives puisque la trace est strictement positive.
Comme, pour tout (x,y) € R?, 2% + y? > 2xy, on obtient

fla,y) = o' +y' =2(e+y)? = 2ty —22° -2y° —day > 24yt —4a® — 4y = (27 -2)*+(4*-2)" -8
alors, par comparaison, lim f(z,y) = +oo, donc les points +(1/2,1/2) sont des minimi-

[l () |l2—+o00
seurs globaux de f.

. Les dérivées partielles de f en (z,y,2) € R3 sont

of _q. Of —o_gy U —or
am(x7yaz) *227 8y(x7yaz) *2 Gya 82 (I,y,Z) *2':6 62

et donc le systéme d’équations donnant les points critiques est
Vieyf=0 < 22=2-6y=2x—62=0.

On obtient donc z =0, puis x =0 et y = %, donnant I'unique point critique



de polyndéme caractéristique

X 0 -2
P(X)=det(XIs— Hs(z,y,2)) =det | 0 6+X 0 = X34 12X?% + 32X — 24.
f
-2 0 64X

Comme on a X3 + 12X2 + 32X — 24 = (X +6)(X? + 6X — 4) alors les valeurs propres sont les
solutions de X 46 = 0, c’est-a-dire X = —6 > 0 et X2+6X —4 = 0, ¢’est-a-dire X = —3++v/13 >0
et X = —3 —+/13 < 0. Ainsi, le point (0,1/3,0) est un point selle pour f.

Alternativement : la déterminant de Hy(0,1/3,0) vaut 24 > 0 et sa trace vaut —12 < 0. Ainsi, au
moins une de ses valeurs propres est strictement négative, et donc deux le sont d’aprés le signe
du déterminant. 1l s’agit donc bien d’un point selle.

Exercice 3. Etude d’une fonction a n variables
Soit Q@ = {(z1,...,zn) ER": V1 < i <n,z; >0}, a €]0,+00[ et fo : @ — R définie par

1 1 1
Vo € R",  fol®) = 129..2 + "} ( +—F .. F >
Tl X Ty

1. Montrer que €2 est un ouvert de R".

2. Montrer que f, admet un unique point critique.

3. Déterminer la nature de ce point critique.
Indication : En notant H la hessienne de la fonction au point critiqgue (ou un multiple de celle-ci),
trouver X réel tel que rg(H — AI,,) = 1 puis conclure en utilisant la trace de H.

Correction.

1. Puisque Q =]0, 400" et que |0, +o00[ est un ouvert de R, © est un ouvert de R™ comme produit
cartésien d’ouverts.

2. Comme f,, est de classe C? sur 2 comme somme et produit de fonctions de classe C? dont les
dénominateurs ne s’annulent pas, calculons le gradient de f, en tout point z = (z1,...,x,) € Q :

. afa n
Vie{l,...,n}, %(x) = Hscj - —
gk

On a done, pour tout = € 2, comme xz; > 0 pour tout i € {1,...,n},

n Oén+1 ) n+1
Vifa=0 <<= Vie{l,.,n}, ||z —— =0 < Vie{l,..,n},z; = =——.
rJo JHI J .’,C,LQ 3 H?:l x]

oy i

En faisant le produit des n égalités, on obtient

an Tl O/L(n+1) an(n—i—l) an(n+1)

n
2 H _ _
HI‘ = n =1 o = i =)
e B U E R LN D LT A V T N |

n

2

n n+1
1
=1

d’ou [[i-, z; = @™ et donc, pour tout i € {1,...,n}, Hj_;l_ x; = % puisque x; > 0. On obtient
JFi B

finalement, pour tout i € {1,...,n},

et donc, comme ], 2 = (T]

5 a7l+1
xT; = —an
T;

ce qui donne z; = . On a donc montré que («, ...,a) est 'unique point critique de f, sur €.



3. Comme f, est de classe C?, calculons ses dérivées partielles secondes en tout point = € € :

82]1- 2qn+1 a2f n am”
9 1 e 2 ] a = @ = . =
W69) € (Ll i G Grr@ =" g = [T m= -

Au point critique («, ..., ), on obtient

0 fa

9% fa e
Ox? @ ) ’

ey (X
8a:j6xi

Y(i,7) € {1,...,n}% i # j, (a,...,a) = 2a" 2,

et la hessienne de f, en (,...,a) est donc a" 2H avec H la matrice n x n de diagonale 2 avec
des 1 partout ailleurs. On sait que H est symétrique, donc diagonalisable avec des valeurs propres
réelles. On remarque que rg(H — I,,) = 1, ce qui veut dire que 1 est valeur propre de H d’ordre
n — 1, puisque, d’aprés le théoréme du rang, la dimension de Ker(H — I,) est n — 1, c’est-a-~dire
que le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est de dimension n — 1. Soit p € R la valeur
propre manquante, alors on a, par invariance de la trace qui vaut la somme des valeurs propres
de H,
Tr(H)=2n=(n—-1)+p

ce qui donne © =n+1 > 0, donc H a toutes ses valeurs propres strictement positives, donc H
est définie positive, ce qui montre que f, admet un minimum local en (q, ..., @).

Exercice 4. Extrema sur un domaine
Soit f : R? — R définie par f(z,y) = zy(1 — 22 —y?) et K = [0, 1]%.

1. Montrer que f admet un minimum et un maximum sur K.

2. Etudier les extrema de f sur son bord K\]0,1[2.

3. Etudier les extrema de f sur ]0, 1[%.

4. Déduire des questions précédentes les points ou f admet son minimum et son maximum sur K.
Correction.

1. f est une fonction continue, car polynomiale et K est un compact car [0, 1] est compact (fermé
borné dans R), donc d’aprés le théoréme de Weierstrass, f admet un minimum et un maximum

sur K.
2. Le carré K\]0,1[? peut étre écrit D1 U Dy U D3 U Dy ot les quatre cotés de ce carrés sont donnés
par
Dy :={(z,0): z €[0,1]}
Dy :={(z,1):z €[0,1]}
D3 :={(0,y) :y € 0,1]}
Ds :={(1,y) : y € [0,1]}.

Ainsi, on a

e Sur Dy et D3, Vo € [0,1], Vy € [0,1], f(z,0) = f(0,y) =0.

e Sur Do, Va € [0,1], f(2,1) = —2® admet son maximum 0 pour x = 0, c’est-a-dire au point
(0,1) et son minimum —1 pour x = 1, c’est-a-dire au point (1, 1).
e Sur Dy, Vy € [0,1], f(1,y) = —y* admet son maximum 0 pour y = 0, c’est-a-dire au point

(1,0) et son minimum —1 pour y = 1, c’est-a-dire au point (1,1).
Ainsi, sur K\]0, 1%,
e f admet pour maximum 0 atteint en tout point de Dy, Ds;
e f admet pour minimum —1 atteint au point (1,1).

3. Sur louvert ]0, 1[?, calculons les dérivées partielles de f :

OF (2,) = y(1 — 22 — ) + 2y(—22) = y(1 — 3% — p?)

g _ _ 2 2



et le systéme donnant les points critiques est
Vaynf=0 = y(l - 322 — %) = 2(1 - 3y* —2?) =0.

On obtient que (y =0 ou y?> =1 —3z?) et (x =0o0u 1 —3y? — 22 =0).

Siy=0,alors 1 —3y? —2?2 =1—2? =0et donc z € {—1,1}.

Siz=0,alors 1 =322 —y?> =1—-y?> =0et donc y € {—1,1}

Siy?=1-32% alors 1 —-3y? —22=1-3(1 —32%) —22 =822 -2 =0, et donc x € {—1/2,1/2},
ce qui donne 1 — 32?2 = 1 —3/4 = 1/4 et ainsi y € {—1/2,1/2}. Ainsi, I'unique point critique
appartenant a ]0, 1[% est (1/2,1/2).

Les dérivées secondes de f sur ]0, 1[? sont données par

0% f 0% f 0% f 9 9

et la hessienne de f au point (1/2,1/2) est donc

Hy(12,1/2) = (

[T NN
[
pole|
~~

de polyndéme caractéristique

P(X) = det(XI;—H(1/2,1/2)) _det< X3 Xig ) = <X+2> —i = (X +2)(X +1),

et donc les valeurs propres sont —1 et —2, ce qui veut dire que f admet un maximum au point
(1/2,1/2) qui vaut f(1/2,1/2) =1/8.

Alternativement, le déterminant de cette hessienne vaut 2 > 0, donc ses valeurs propres sont de
meéme signe. Comme sa trace vaut —3 < 0, on en déduit que ses valeurs propres sont toutes les
deuz strictement négatives, donc que f admet un mazimum local en (1/2,1/2).

4. On en déduit que f atteint son maximum 1/8 sur K au point (1/2,1/2) et son minimum —1 au
point (1,1).

Exercice 5. La méthode des moindres carrés

Une chercheuse a quelques raisons de croire que deux grandeurs x et y sont liées par une fonction
affine f, c’est-a-dire qu’il existe (a,b) € R? tels que y = f(z) = az + b. Elle met donc au point une
expérience permettant de récolter des données sur la forme de points {(zx,yr)}}_g, OU (zk)r est une
suite strictement croissante. En général, ces données sont affectées par des erreurs de mesure. Lorsqu’elle
en fait une représentation graphique, elle cherche f pour qu’elle s’ajuste le mieux possible aux points
observés. Pour tout k € {0, ...,n}, on noter d = yr — f(zx) Vécart vertical du point (xg, yx) par rapport
a la fonction f au point abscisse xj. La méthode des moindres carrés est celle qui choisit f (c’est-a-dire
a et b ici) de telle sorte que la somme des carrés des déviations verticales soit minimale. On notera

n

E:R? >R, (a,b) — Y _dj.
k=0
1. Déterminer «, 3,7, 9, u, e € R tels que

Y(a,b) € R?*  E(a,b) = aa® + Bb* + yab + da + ub + ¢.

n n 2
2. Montrer que (n+ 1) in > (Z xk> .

k=0 k=0
3. Montrer que E admet un unique point critique (ag, bp) dont on donnera l’expression en fonction

de (a,B,7, 6, p).



4. Montrer que

n

S (o~ D)~ ) '
ag = =2 , bp=Y —agX avec X = Zwka _n_HZyk’

n n+1
E o
k=0 *

c’est-a-dire ot X et Y sont les valeurs moyennes de X = {z;}7_, et Y = {y}7_,.

Vocabulaire statistique : on a en fait ag = % ot cov(X,Y) est appelée covariance de X et
Y, et Var(X) la variance de X.
5. Montrer que F admet un minimum global en (ag, bo).

La droite d’équation y = agxz + by s’appelle la droite de régression de Y par rapport a X.
Correction.

1. Soit (a,b) € R?, alors

= (yr — azy, —b)°

k

E(a,b):

TTM:

I
=)

I
M=

(y,% + a%ci +v?— 2axpyr — 2byi + 2abxk)

2 (in) +b%(n+1) + ab <2Zxk> +a <2Zxkyk.> +b (QZyk> + Zyi,
k=0 k=0 k=0

k=0 k=0

b
Il
=)

d’ott les valeurs des paramétres recherchés.
2. On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R"*! aux vecteurs (1,...,1) et (zq,...,z,) et on

trouve
n 2 n n n
(Zxk) < <Z 12) (Zx%) = (nJrl)Zzi
k=0 k=0 k=0 k=0

Comme I’égalité a lieu si et seulement si les vecteurs considérés sont liés, c’est-a-dire si et seulement
si (2o, ..., xn) = (A, ..., A) pour un certain A € R, cette égalité est impossible car la suite (zx)}_,
est strictement croissante, donc ses éléments sont non-égaux. On en déduit donc que

n 2 n
(Z%) < (n+1)2x%
k=0 k=0
3. Déterminons les points critiques de E. On a, pour tout (a,b) € R,

2a+vb+0=0

Vanb=0 <= { ~a+28b+ =0,

On remarque que a = Y., 27 # 0 puisque la suite (x;)}_, est strictement croissante. La
premiére équation nous donne donc
_ —06—~b
- 2a
ce qui permet de trouver, en remplacant dans la deuxiéme équation

7(M>+2ﬁb+u=0 = b(2,8—2>:57—u

2 2 2

" 2
72 (223%) (Z%)

2ﬁ——=2(n+1)—k+—2 n+1l— ——"—

20 22:10% ka

k=0

)

On remarque maintenant que

>0



d’aprés la question précédente, d’ott

[
b: ﬁi _67_2/104

26 -2 4af—o%

ce qui permet de trouver, comme « # 0,

_ G _ O VRFEE oy — 286
20 20 C daf — A2

Ainsi, F admet comme unique point critique le point

(a0, bo) = wy — 288 0y — 2ua
o, 00) = 40[5_72740[5_72

4. Reste a vérifier que ag et by sont bien égales aux valeurs données par I’énoncé. On calcule

n

Var(X) = Z(l‘k - X)?

k=0

= E”: (x% + X - 2xk7)

k=0

:Zwi-l-(rﬂ—l)x (Zkzoxkf_ (X ko Tk) (Zm)

(n+1)2 n+1
-3 - o)
)2 — (e m)’
n-+1
_4af—9°
C4n+1)°

De méme, on obtient

M:

Cov(X,Y) =) (zp—X)(yr —Y)

>
Il
o

(.Z'kyk — ?.Z‘k — Yyk + W)
k

3 IIM:

0
kyk_YZl'k_Xzyk+ (n+1)XY
0 k=0 k=0

k=
-3 - (Ehoom) Cisp ) _ (Zhoom) Cizp ) e (Z "
N (ko ¥r) (koo )
_kzzoxkyk_ k0n+1k0
_ (n+1) 3 g zrye — Qo Yr) (ZZ:O i)
n+1
_py—2B6
 4n+1)°

d’oit la valeur de ag. On vérifie facilement que by =Y — apX.



5. On trouve facilement que, pour tout (a,b) € R?

0’E 0°’E 0’E 0’E

——(a,b) =2 —(a,b) =2 —(a,b) = ——(a,b) = .

gaz (@0 =200 G (a.b) =20, 5om(ab) = g (ab) =7
Le déterminant de la hessienne au point (ag,bg) est donc 4a3 —v? > 0 comme on 'a vu pré-
cédemment (cela découle du fait que 23 — 3- > 0), et puisque le premier mineur principal est

2a > 0, on en déduit donc que cette hessienne est définie positive par le critére de Sylvester, donc
E admet un minimum local en (ag, by).

Reste & montrer que " %)i)Iﬁl E(a,b) = +oo pour conclure que (ag,by) est 'unique minimum
a, 2—0

global de E. On considére la forme quadratique ®(a,b) = aa® + Bb? + yab. Comme o > 0 et que
2

son déterminant vaut aff — - > 0 par le méme argument que précédemment, alors ® est définie

positive et donc admet deux valeurs propres A, < Aps strictement positives. On sait qu’alors

V(a,b) € B2, Anll(a, D)l < B(a,b) < Anrll(a,b) 3
ce qui permet de conclure que
V(a,b) € R2\,,.||(a,b)||3 + da + ub < E(a,b) — e < All(a,b)||3 + da + ub,
et comme 6a + pub = o(||(a,b)||%), on en déduit que  lim  E(a,b) = +oco et donc que (ag, by)

ll(a,b)ll2—0
est 'unique minimum de E sur R2.

Exercice 6. Principe du maximum pour les fonctions sous-harmoniques

Soit f : R? — R une fonction de classe C?, Af = 92, f 4 92, f sont laplacien et D une boule ouverte
de R2. On suppose que f est sous-harmonique, c’est-a-dire que Af > 0. Le but de cet exercice est de
montrer qu’il existe o € 9D = D\D tel que

sup f(z) < f(2o).
z€D

Pour tout p € N*, on définit la fonction g, : R — R par

i o Nl
- )= f@)+ R

1. Soit p € N*. Montrer qu’il existe z, € D tel que

sup gp(z) = gp(zp)-
zeD

2. On suppose que x, € D. Démontrer que l'on a

0? 9p
0x?

0%g

(xp) <0 et
3. En déduire que z, € 0D.
Indication : on pourra calculer le laplacien de g, en tout point et trouver une contradiction avec
la question précédente.
4. Montrer que sup f(z) < sup f(y).

z€D y€eOD
Indication : on pourra commencer par chercher a montrer qu’il existe M > 0 tel que pour tout

_ M
xeD, flx) < sup f(y) +—.
y€AD D

5. Conclure.



Correction.

1.

On sait que D est un compact, en tant que fermé-borné de R2. Soit p € N*, alors gp est continue
comme somme de fonctions continues, donc d’aprés le théoréme des bornes atteintes de Weiers-
trass, g, atteint ses bornes sur D, en particulier son maximum en un point x, € D.

. On note z, = (z,1,2p2) € D. Si x, € D, alors la fonction g, atteint un maximum local en z,, et

donc en particulier il s’agit d’un point critique de g,, d’out V. g, = (0,0). Ainsi, ¢ = 2, est un
maximum local de a : t — gp(21,p,t) et t = 1, est un maximum local de 5 : ¢ — g,(t, 22,). On
en déduit que les dérivées secondes de ces fonctions en ces points sont négatives ou nulle, ce qui
permet de conclure que

829}) 829}1

a//($2,p) = W(xp) <0, et ﬁ//(xl,p) = aiyg(xp) <0.

La question précédente implique que

Agp(y) = 022 (zp) + 902 (zp) <0.

Calculons le laplacien de g,. Pour tout (z,y) € R?, on a, puisque Af > 0,

Agp(z,y) = Af(z) + % >0,

ce qui est impossible. On en déduit donc que z, € 9D.
Soit « € D, alors

F(2) < g(@) < gp(zp) < Fla) + 2 < sup fl)+ L,
p yedD p

ou M > 0 est tel que Vo € D, [|z||2 < M. On passe a la limite quand p — 400 et on obtient donc

que

Vz e D, f(x)< sup f(y),
yedD

d’ott le résultat en prenant le supremum sur z € D.

Comme 0D est compact en tant que fermé (par définition) et borné (puisque D est borné), f
atteint ses bornes sur JD, en particulier il existe zo € 9D tel que sup,cqp f(y) = f(20), d'ot,
d’aprés la question précédente,

Jzg € 0D, sup f(z) < f(zo),
z€D

ce qui est exactement le résultat que I'on cherchait.



Exercice supplémentaire (application directe, en autonomie)

Exercice 7. Extrema sur un domaine II
Soit f : R? — R définie par f(z,y) =y? —yz? + 22 et K = {(z,y) eR?: 22 -1 <y <1 —2?}.
1. Montrer que f admet un minimum et un maximum sur K.

2. Déterminer le ou les point(s) critique(s) de f sur intérieur de K donné par {(z,y) € R? : 22 -1 <

y<1l—a?}
3. Etudier les extrema de f sur K.
Correction.

1. f est polynomiale, donc continue. De plus, montrons que K est un compact de R2, c’est-a-dire un
fermé-borné d’aprés le théoréme de Heine-Borel. Ainsi, d’aprés le théoréme des bornes atteintes
de Weierstrass, f atteindra ses bornes sur K et aura donc un minimum et un maximum.

K est fermé. En effet, soit {(zx,yr)}r C K qui converge vers (z,y) € R?, alors pour tout k € N,
onazi—1<y, <1—2a% et, en passant a la limite, on obtient que 2* — 1 <y < 1 — 22 et donc
que (z,y) € K.

K est borné. Soit (z,y) € K, alors on a 2% — 1 <y < 1 — 22, ce qui implique que —1 < 22 —1 <
y<1—22<1cara?>0, et donc ly| < 1. De plus, onax?—1<1—22et ainsi 222 < 2 ce qui
donne |z| < 1. Ainsi, K est borné.

2. Soit (z,y) € R?, alors

Vaynf =0 < (20—2xy, 2y—1?) = (0,0) <= 2z(l—y)=0et 2> =2y <= (x=0o0uy=1)et 2% =2y.

Six =0, alors 2y = 0 donc y = 0 et donc (0, 0) est un point critique de f. Si y = 1 alors I’équation
2?2 = 2 donne x € {—/2,v/2} et donc (—v/2,1) et (v/2, 1) sont aussi points critiques de f sur R2.
On remarque que :
e (0,0) appartient & 'intérieur de K car 0' —1=-1<0<1-0% =1,
e (—/2,1) n’appartient pas a l'intérieur de K car (—v/2)? —1 =1,
e de méme, (v/2,1) n’appartient pas a l'intérieur de K.
Ainsi, (0,0) est 'unique point critique de f dans 'intérieur de K.
3. Déterminons la hessienne de f au point (0,0). Cette fonction est polynomiale, donc deux fois
différentiable. On calcule, pour tout (x,y) € R?,
0? 0? 0?
aixé(x?y)ZQ_an aiyf(x’y)zl axéfy(x,y):_2x'

H(0,0) = <(2) g)

qui est déja diagonale, donc 2 > 0 est son unique valeur propre, ce qui veut dire que Hy(0,0) est
définie positive et que (0,0) est un minimum local de f sur K. De plus, f(0,0) = 0.

Etudions maintenant f sur le bord de K, c’est-a-dire sur les morceaux de paraboles Cy = {(z,y) €
R*:y=a?—1}et Cy ={(z,y) eR?:y=1—2?}.

Pour tout (z,y) € Cq, on a

Vo e [-1,1], f(z,y) = flz,2®> —1) = (2 = 1)* — (2 — D)2 + 2* = 1.

Ainsi, on a

Pour tout (z,y) € Cs, on a
Ve e [-1,1), f(x,y) = flz,1—2%) = (1 —2%)? — (1 —2H)a? + 22 = 22* — 222 + 1.

La fonction z + 22* — 222 + 1 est dérivable sur R et on a ¢/(z) = 823 — 4z = 42(22% — 1) qui
s’annule pour x =0 et x € {%7 —%} On peut aisément faire le tableau de variations de g et on
trouve que g atteint sur [—1, 1] son maximum, qui vaut 1 en —1, 0 et 1 et son minimum, qui vaut
1/2 en L et —L.

V2 V2
On en déduit donc que le maximum de f sur K est 1, atteint sur Cy et au point (0, 1). De plus,
le minimum de f est atteint en (0,0) et vaut 0.



