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Feuille 5 : Différentielle d’ordre k et fonctions de classe C*
CORRECTION

Exercice 1. Soient o € R et f : R? — R définie par

1
2
3

4

$2y2
fay)={ @Ergme o @YW 7F00

0 si (x,y) = (0,0)

Montrer que f est continue sur R? si et seulement si a < 2.
Montrer que pour tout o € R, f admet des dérivées partielles en tout point de R?.
Déterminer toutes les valeurs de « pour lesquelles f est différentiable en (0, 0).

Déterminer toutes les valeurs de a pour lesquelles f est de classe C! sur R2.

Correction.

1.

Pour tout o € R, f est continue sur R?\{(0,0)} comme quotient (si & > 0 ou produit (si a < 0)
de fonctions continues. Pour tout (z,y) # (0,0), on a

$2y2 - ($2 _|_y2)2

2 2\2—«
= (z7 + .
@y = @ © )

[f (@, y)] =

Si2—a >0, cest-a-dire o < 2, alors lim(, ) (0,0)(z* +%2)*~* = 0 et donc lim, ) (0,0) f (@, y) =
0 = £(0,0), ce qui veut dire que f est continue en (0,0), donc sur R2.
Si a > 2, alors pour tout z # 0, on calcule

{,C4 x4—2a

qui ne tend pas vers 0 quand x — 0. En effet, 4 — 2a < 0 et donc :

e soit 4 — 2a =0, c’est-a-dire a = 2, et f(z,z) = i £ 0,

e s0it 4 — 2a < 0, c’est-a-dire @ > 2, et f(x,z) = +oo quand & — 0 car 4 — 2a = 2(2 — «).
Dans ce cas, on en déduit que f n’est pas continue en (0,0).
Il est clair que f est différentiable sur R?\{(0,0)} comme quotient de fonctions différentiables.
Ainsi, f admet des dérivées partielles en tout point de R?\{(0,0)}.
Montrons que f admet des dérivées partielles en (0,0). Il suffit de calculer, pour tout h # 0 et

k #0,

h k
qui tendent tous les deux vers 0 quand h et k tendent vers 0. Ainsi, f admet des dérivées partielles
en (0,0) qui valent 0.

Si f est différentiable en (0,0) alors sa différentielle est nulle. Pour (h, k) # (0,0), on calcule

:07 :0

/(B k)| h*k?

H(ha k)H2 N (h2 + k2)a+% ’

et ce quotient tend vers 0 si et seulement si o + % < 2 (mémes arguments qu’a la question 1.),
c’est-a-dire a < % On en déduit que f est différentiable en (0,0) si et seulement si o < %



4. La fonction f est de classe C! sur R?\{(0,0)} comme quotient de fonctions de classe C'. Si f

est de classe C! en (0,0), alors nécessairement f est différentiable et o > % On calcule, pour
(z,y) # (0,0),

of 22y% (22 + y* — ax?)  Of 2yz? (22 + y% — ay?)

- (ry) = 21 . 2yarl (z,y) = 2. 2Yatl

Oz (2% +y2)" Ay (2% +y)°

puis on majore de la fagon suivante
2|z]y*(2? + y* + |al2?)

(22 + y2)otT
< 2V + P + ) (@ + 47 A [of(@® £ y?)
= (22 4 y2)ot1
_ 2 + 4251+ o))

(22 + y2)otT

<21+ Jal)(@® +y?)E .

<

0
‘ai(%y)

Par symétrie des variables x et y, on trouve aussi

\g§<m,y>] <21+ Jaf)(a® + )i,

Ainsi, si % —a > 0, cest-a-dire o < %, on a que lim, ) 0,0y 2(1 + loo]) (22 + yQ)%*‘Y =0 et ainsi
of : of of of
= = - =0=—-(0,0) = 0,0
o) B (z,y) o) By (z,y) g 0 0) ay( ,0),

et donc les dérivées premiéres de f sont continues et ainsi f est de classe C! en (0,0), et donc sur
R2.

Exercice 2. Preuve fausse a corriger
Déterminer toutes les erreurs commises dans la preuve ci-dessous et la corriger.
On considére la fonction f : R? — R définie par
U ki) # 0.0
——  si(x, ,
flay) =4 a2 +42 Y

0 st (z,y) = (0,0).
Pf 9
W@y(o? )= m(oao)-

En effet, les dérivées partielles premieres de f en (0,0) se calculent comme suit :

Montrons que

g (00) = Jim == =0, 50(0,0) = Jim S =0,
De plus, comme f est différentiable sur R*\{(0,0)}, on a, pour tout (z,y) # (0,0),
af yx?(z? + 3y of z3(x? — 9
= (2,y) = % - (z,y) = %
ox 2 +y Oy r+y
et donc, pour tout h # 0 et pour tout k # 0, on a
of of
n0)=Lw0,k) =0
ay( b ) ax( ) ) b
et donc
2 91 (h,0) — 2£(0,0 £ (0. k) — 2£(0.0 2
o7 (0,0) = lim 0y (1 0) ~ 5 )zozlim 2 (0.k) = 5:(0.0) _ 0°f (0,0).
0xdy h—0 h k—0 k Oyox

On en déduit que f est deuz fois différentiable au point (0,0).
Correction. Les erreurs (et leurs corrections) dans le raisonnement précédent sont les suivantes :



1. Les formules donnant les dérivées partielles premiéres de f en (0,0) sont fausses/inversées (bien
que cela ne change rien au résultat final) :

%(0»0) = lim M

BERT f(07k)_f(070)
Lim W (0,0) = lim —————"—~+

=0 et k—0 k

of B
Jy =0.

2. Les dérivées partielles en tout point (z,y) # (0,0) sont fausses (les dénominateurs sont évidem-
ment faux!) :

of ya® (2* + 3y%) of 2’ (2? — y?)
Yy = = me ot oY) = 5
Ox (2 4 y?) dy (22 4 y2)
3. Pour tout h # 0 et tout k # 0, on a (la deuxiéme valeurt était fausse dans la preuve)
of of
==(0,k) = t  ——(h,0) = h.
TR =0 @ Zhno)
4. Le calcul de ;;—BJ;(O,O) est donc juste, alors que
O & (h.0) — 57(0,0) h
(0,0) = lim ¥~ Y =lim - =1
0xdy h—0 h h—0 h
5. On obtient donc que
0% f 0 f
0,0 0,0),

et donc, d’apreés le théoréme de Schwarz, f n’est pas deux fois différentiable au voisinage de (0, 0).

6. Au passage, montrer 1’égalité de ces dérivées croisées ne permet PAS de conclure que [ est deux
fois différentiable au point considéré!

Exercice 3. Egalité des dérivées partielles croisées
Soit f : R? — R définie par
4

Y .
- 0,0
flay) =3 221y ¥ (z,9) # (0,0)
0 st (z,y) = (0,0)
1. Montrer que ;;gy (0,0) et aizgx (0,0) existent et sont égales.
8%f 82f

et

2. Montrer que gy0= De sont pas continues en (0,0).

oxdy
Correction.

1. Tout d’abord, il est clair que f est de classe C? sur R*\{(0,0)} comme quotient de fonctions de
classe C? dont le dénominateur ne s’annule pas. On a, pour tout (z,%) # (0,0),

of 2y of 293222 + y?)
(@Y =T (@Y=
Ox (22 + y?) Ay (22 +y?)
Reste a calculer, pour h # 0 et k # 0,
h ’ k k
qui tendent tous les deux vers 0 quand h — 0 et £ — 0. On a donc montré que
af _of B
Calculons, pour h # 0 et k # 0,
9f (0, k) — 2£(0,0) 55 (n,0) - 5L (0,0)
=0, =0
k h
qui tendent tous les deux vers 0 quand A — 0 et kK — 0. On en déduit que
0% f 0% f
0,0) = 0,0) =0.
ax(?y( 0) 3y3x( 0)



2. Calculons, pour (x,y) # (0,0),

82f 2f 8x3y3

820y ™Y = Byos Y = T 2

et on a donc, pour x # 0,

0%f (2,2) —820 1
—(r,2) = —5 = —
Oxdy (222)3
qui ne tend pas vers 0 quand z — 0. On en déduit donc que ;;gy et a‘fgf ne sont pas continues

n (0,0).

Exercice 4. Formules de Taylor-Young — Applications du cours
Ecrire la formule de Taylor-Young :

1. a l'ordre deux pour une fonction de trois variables

2. a l'ordre trois pour une fonction de deux variables;

3. alordre treize en (0,0) pour f(x,y) =y° + 23y — 22 + 4.
Correction.

1. Soit f: 2 C R?® — R avec Q ouvert. Pour tout (h, k, £) et pour tout (xo,yo, 20) € Q ol f est deux
fois différentiable, tels que (zo + h,yo + k, 20 + ¢) € Q, alors on a, quand (h, k,¢) — (0,0,0),

flxo+ h,yo +k, 20 +0)

0 0 0
= f(x0,%0,20) + £($07y0, z0)h + 875(:60’%’ 20)k + afj;(xo,yo, 2!

82 82 82
(8 £($0,y0720)h2 ay £($07y0720)k2 ER £($07y0720)f )

2 2 2

o°f (z0, Yo, 20)kl + o(h? + k* 4 £2).

——— (0, Y0, 20)hk + =—— 950z

(w0, Yo, 20) Ml + -~

85‘ 0x0z

2. Soit f:Q C R? — R avec Q ouvert. Pour tout (h, k) et pour tout (xg,yp) € Q ot f est deux fois
différentiable, tels que (zg + h,yo + k) € Q, alors on a, quand (h, k) — (0,0,0),

f(xo + h,yo + k)

= f($07 yO) + gl(m07y0)h + %(CUOJJO)k

1 0 0?

5 ( 51307@/0 h2 + aig(x(h yo)k2 + 2axéfy ('rO?yO)hk)
1
6

Ox?
3 83 83
( (z0,y0)h® + J($07y0)/€3 + 38 g (20, yo)h*k + 38 g (xo»yo)hk‘2>
ol

3. Il est clair que, comme toutes les dérivées partielles de f, qui est un polynéme de degré 5, d’ordre
6 et plus s’annulent, on a, pour tout (h, k) € R?

FO+h,0+k) = f(h k) = k® + 13k — h® + k.

Ce polynome est l'exacte approximation de lui-méme au voisinage de (0,0).

Exercice 5. Formules de Taylor-Young — Calculs
Calculer les dérivées partielles secondes des fonctions suivantes :
o f:R?2 >R, f(x,y) =222 + 3cos(xy) ;
* g:R? =R, g(z,y) =™ + (z+y)°;



e h:R? = R, h(z,y) = arctan(a? + y).
Puis déterminer les formules de Taylor-Young a Pordre 2 en (0,0) pour f, en (1,0) pour g et en (0,0)
pour h.
Correction. Les fonctions données dans cet exercices sont deux fois différentiables comme sommes et
composées de fonctions deux fois différentiables sur R2. Elles admettent donc des dérivées partielles
premiéres et secondes R2.
Pour tout (z,7) € R?, on a

OF (1) = 4o — 3ysi Of () = —3usi
S @) = o= 3ysin(ey). 5 (e.y) = —3rsin(ay)

et donc
*f _ 2 o*f _ a2 o*f _ :
@(x,y) =4 — 3y~ cos(zy), 8—y2(x,y) = —3x* cos(xy), 920y (z,y) = —3zy cos(zy) — 3sin(xy).
De méme 5 5
99 — 2 wy 99 — 2 Y
5, (& Y) = 3@ +y)" +ye™, ay(m/) 3z +y)” + we™,
et donc
0? 0? 0?
g W) =S, Ga) =2t 6@y, g ey) = ey + 1)+ 6w +y)
Enfin on a
o) = g Py =
oz Y = (z24+y)2+1" dy Y= (z24+y)2+1°
et donc
0%h 2(—3x* — 222y + 92 +1)  0%h 2(z2 + ) 0%h 4z (22 + y)
@(xay): ((x2+ 2 D) ’ 72(']:7;1/):_ 2 2 PR (Z‘,y):_ﬁ
y)?+1) Oy (a2 +9)2 +1)2"  Owdy (@2 +y)2+1)
Formule de Taylor-Young a l'ordre 2 :
1. en (0,0) pour f. On calcule f(0,0) = 3, et
of _ o, Of _
ax(ovo) _Oa ay (an) - 07
ainsi que
o f 0% f o f
500 =4 5500.0)=0. 5-(0.0)=0

On obtient donc, pour (h, k) — (0,0),
f(h,k) =3+ 2h% + o(h* + k?).

2. en (1,0) pour g. On calcule ¢g(1,0) =2 et

dg B dg B
%(1,0) =3, ay(l,o) =4,
ainsi que
g > g »yg
(91'2( ’0) 67 ayg( ’O) 77 8x8y(1’0) 7

On obtient donc, pour (h, k) — (0,0),

g(1+h,/<:):2+3h+4/<:+3h2+gk2+7hk+o(h2+k2).



3. en (0,0) pour h. On calcule h(0,0) = arctan(0) = 0 et

oh oh
JR— = —_— = 1
9 (0,0) =0, ay(O,O)
ainsi que
0%h 0%h 0%h
82(00) 82(00) 0, 83(00) 0.

On obtient donc, pour (k,¢) — 0,

h(k,0) = £+ k* + o(k* + %).

Exercice 6. Laplacien et applications harmoniques

Pour toute fonction f : Q C R®™ — R deux fois différentiable sur un ouvert 2 de R", on définit le
2

Laplacien de f par Af = Z g / et on dit que f est harmonique sur  si Af = 0 sur 2, c’est-a-dire si

k=1
elle vérifie ’équation de Laplace.

v
1. Siv:Q C R™ — R” est différentiable sur un ouvert 2, on note v = (vy, ..., v, ) et div(v Z 3 k
T,

la divergence de v. Montrer que, si f: Q2 C R™ — R est deux fois différentiable sur un ouvert Q,
Ve e R", Af(z)=div(V.f).

2. Montrer que pour h : R? — R définie par h(x,y) = e’ v cos(2xy) est harmonique sur R2.

3. Calculer le Laplacien de la fonction g : R™\{0} — R définie par g(z) = In||z||2? Pour quelle
dimension n la fonction g est-elle harmonique ?

=13
4. Montrer que la fonction u : R” x R} — R, (z,t) %, appelé noyau de la chaleur, vérifie
wt)2
I’équation de la chaleur % = 1Au
4 ot 27

Correction.

1. Soit x € R™, alors comme

alors - (aaif) ) "
div(Vaf) =Y — 5= o5 (2) = Af().
k=1

2. La fonction h est de classe C? sur R? comme produit de fonctions de classe C2, et donc, pour
tout (z,y) € R? on a

oh . .
37@37 y) = 2ze® Y cos(2zy) — 2ye”2_92 sin(2xy)
x

et donc 22
675(%‘, y) = 2e® v [(22% — 2y* + 1) cos(2zy) — dzysin(2zy)] .

De méme, on a, pour tout (z,y) € R?,

oh ,, ,
37(357 y) = —2ze” Y sin(2xy) — 2ye” Y’ cos(2xy)
Y



et donc 221
W(:};y) = —2¢7 V" [(22% — 2y* + 1) cos(2zy) — dzysin(2zy)]
Y

don 0%h 9%h
Ah(z,y) = @(x,y) + Tyg(l’,y) =0,

et donc h est harmonique sur R2.
3. On écrit, pour tout x # (0, ...,0),

1 1 -
g1, .. x0) = 51n||:cug =35I (Z ﬁ) .

=1

On obtient ainsi, pour tout = # (0, ...,0),

1/ 22 2z,
V(22
2 \|lzl3” 7 lzl13

et donc

lz3 2

n 8( 22y ) n 2 2 n 2 n 2
1 n a2 1 2||z||5 — 4z 1 2 dx no 2y, n—2
A —— _Newi=1 T/ i E 2 k _ § ' _ B\ _ k=1"k _
o= . Oz, =3 Izl N3

> 2 2 Tl el Tl

Ainsi, il est clair que, pour tout = # 0, Ag(z) =0 <~ =0 < n = 2. C’est uniquement

=13
pour n = 2 que g est harmonique. ’
4. On calcule, pour tout ¢t > 0, et tout x € R™,
P =13
u (& 2t n n
—(z,t) = i ( x 2t_(7+2) —nt_(TH))y
ainsi que
ou T n =13
Vke(l,...n), L(pt)=——F =(3+)"m
eenk 5 0= "33 ‘
pour finalement trouvé que
n _l=I3 (2 41) 5
e 2t (\2 x
Au(z,t) = - 1_ 2k
@9=2, ar— ) (%)

d’ou le résultat.

Exercice 7. Laplacien en coordonnées polaires
Soit f : R%\{(0,0)} — R une fonction de classe C? et soient (r, ) les coordonnées polaires standard dans
le plan de telle sorte que ’application

10, +00[x]0, 27[— R*\{(0,0)}, (r,0) — (x,y) = (rcosf,rsinb)
soit un changement de variable. Soit F :]0, +00[x]0, 27[— R la fonction définie par

F(r,0) = f(rcosf,rsiné).



Il s’agit de I'expression de f en coordonnées polaires. Le but de cet exercice est de calculer le Laplacien
en coordonnées polaires, c¢’est-a-dire :

9? 9? O*F 1OF 1 9*°F
Afa) = G5 @) + G o) = T30 + 1500 + 55

(r,0).

F 10F 10 < 8F>

1. Montrer que 5z + pe el el Kl
or af af
2. Montrer que o +y 8y
af af

oF

3. Montrer que — = Y=
30 ~— oy You

4. Utiliser les résultats des questions précédentes et démontrer la formule demandée.

5. Déduire de la formule démontrée 'expression du laplacien de la fonction radiale f définie sur R?
telle que f: (z,y) — F(||(z,y)|l2) ou F: R — R.

6. Application 1 : Soit s € R%. Calculer le laplacien de la fonction f : R?\{(0,0)} — R définie par

1

V(.’L‘,y) € RQ\{(Ovo)}v f(:c,y) = m

7. Application 2 : Refaire le calcul des laplaciens des questions 3. et 4. de Iexercice 6 en utilisant
cette nouvelle formule.

Correction.
1. On a

1 0 3F
ror 87’

2. Par composition, pour tout (r,6) € R% x]0, 2],

(00, PRy 0 10r
ar "oz ) T a2 T rar

OF _Of ) . . of .
E(r, 0) = cos@ax (rcosf,rsin@) + sin() Dy (rcos@,rsind),
d’out
OF - of . o Of o Of of
= (r,0) = TCOSH&E (rcosf,rsin@) + rsin(f) 9y (rcos,rsinf) = T (z,y) + y@y (z,9).
3. Par composition de nouveau, pour tout (r,0) € R x]0, 27|,
OF o) = —rsin 02 (v cos 6. rsi (0 (1 cos0 rsing) = —o 2L of
50 (r,0) = rbln@ax (rcosf,rsinf) + rcos(6) 9y (rcosf,rsinf) = Yo (z,y) + xay (z,9).

4. On a donc (en omettant les variables)

82F+ 18F+ 1 0%F
or? r Or 12 002

10 OF n 1 9°F

“ror \'or r2 902

10 ( of Of af of
T ror < oz +y8y) i r2 90 ( dy (933)

10 ( of of\ , 10 [ of\ 1 of
7“87"( 8$)+r8r( 8y>+r289( 83/) r2 00 (yax)



Reste a calculer les quantités suivantes (par composition, en omettant les variables) :

r@r ( gi) Cofggi 98 J; +COS€Sin98826fx
. 8r ( g;j) SH;G% +sm900506;gy + sin G;yf
:2 889 < gz) 81:93—5 - cos@sm@agjgy + cos? ngj;
7“12 889 < gi) - CO:H% — sin® 98712 +cos€smt98y2afx,

et on trouve donc, en utilisant le fait que cos? 0 + sin?6 = 1,

O*F 10F 1 0°F O*f  0%f

—_— = —= =Af.
2 T rar Trae T o o
. En coordonnées polaires, on obtient :
V(z,y) e R:Vr >0, f(z,y) = F(r),

et donc, comme les dérivées de F' par rapport & 6 sont nulles, on obtient

Af(ay) = F'() + 2P () = P, ) + W)

[(z, y)ll2
. On remarque que
1
V(x,y) 7& (0,0), f(l'vy) = )
1z, )13
et donc que 'on peut écrire, en coordonnées polaires, pour tout r > 0 et 6 €]0, 27|,
1
F(r) = f(rcosf,rsinf) = e
On calcule donc, pour tout r > 0,
1, 1 2s 2s . 2s5(2s+ 1)
=7 (7“23“) = F0=—5m
et donc, on obtient
1 2s(2s + 1) 2s 452 452
Y/ _ _
Af(x,y) =F ( )Jr F( ) r2st2 - r2s+2  p2s+2 (.2?2 +y2)s+1'

. On écrit, pour tout (z,y) # (0,0) et r > 0, g(x,y) = F(r) = Inr et on calcule

1 1 1
A =F" P () =—— 4+ = =0
gle,y) = F'(r) + ~F'(r) = = + 5 =0,
ce qui prouve que g est harmonique.

De méme, la fonction u peut s’écrire, en fixant ¢ et en notant C' le dénominateur,

@3 a2
e 27 e 2t
u(x,y,t) = = = F(r),
(2,9,t) G e (r)
et ainsi, comme
) L5 2.2
rTe 2t e 2t r
jad r) = —— ’ "ip) — = o 7
== F="t7 ¢

on obtient




Exercices supplémentaires (applications directes, en autonomie)

Exercice 8. Composées et fonctions de classe C!
Soit f : R? — R une fonction de classe C*.

1. On définit g : R — R par g(t) = f(2 + 2t,t%). Montrer que g est de classe C! et calculer ¢'(¢) en
fonction des dérivées partielles de f.

2. On définit h : R? — R par h(u,v) = f(uv,u? + v?). Montrer que h est de classe C! et exprimer

ses dérivées partielles 22 et 22 en fonction des dérivées partielles 9 ot 9L
ou ov ox oy

Correction.
1. La fonction t + (2 + 2t,t2) est de classe C* car ses coordonnées sont des fonctions polynomiales.

Ainsi g est de classe C! par composition. On écrit g(t) = f(u(t),v(t)) avec u(t) = 2 + 2t et
v(t) = t? et on obtient

VteR, J(t)= u’(t)%(u(t), v(t)) + v’(t)g—‘zjj(u(t), v(t)) = 2%(2 +2t, %) + 2tg—£(2 + 2t,12).

2. L’application (u,v) — (uv,u? + v?) est 1a encore de classe C! car chaque coordonnée est polyno-

miale, donc & est de classe C! par composition. Notons r(u,v) = uv et q(u,v) = u? + v2, alors,
comme h(u,v) = f(r(u,v),q(u,v)) on obtient

My = 2 9 %0, 09 =0 o)1 20 2 (o, w20
5 (u,v) = 5 (u,v)am (r(u,v),q(u,v))+au (u,v) 9y (r(u,v), q(u,v)) = Vo (uv, u*+v*)+2u 9y (uv, u“+v?),
et de la méme facon,

Moy = ) 9, 2 — o o 20120 (w2
e (w0) = 5L o) 2L (o) a0+ 5 0 0) G (), a0 0)) = g w020 (a4,

Exercice 9. Fonctions de classe C!
Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C*.

3
1. f:R? = R, telle que ¥(z,y) # (0,0), f(z,y) = 1:4967_2'{2/2 et £(0,0) =0.

2. f:R? = R, telle que V(x,y) # (0,0), f(x,y) = 22y? In(z? + 3?) et f(0,0) = 0.
Correction.
1. Commeonazt+y? =0 — 2 =9y?> =0 < (z,y) = (0,0), il est clair que f est de classe

C! sur R?\{(0,0)} comme quotient de fonctions de classe C'*. Etudions la fonction en (0, 0). Pour
cela, on calcule ses dérivées partielles en tout point (z,y) # (0,0) :

g(ﬂj ) _ _y3(3I4 — y2) g(ﬂj ) _ l'y2(31'4 + y2)
R T I T CEER O
De plus, on a, pour tout h # 0 et k # 0,

h k ’
ce qui veut dire que

of

ox

(0,0) = Z—ch(o,o) —0.



Montrons que les dérivées partielles de f sont continues en (0,0). En effet, on a, quand (x,y) —
(0,0),

of

3 (a4 2

y° (32" —y°)

(mvy)’:’_
ox

sellyl® WP 3@ y?)lylat +y?) | lylt +y?)?
(2% + 12)2

S @t y?)? | (@t y2)? (21 + )2 (21 + )2
< 3ly| + |yl =4[yl =0

en utilisant le fait que V(z,y) € R?, a* <2t +92, y? < 2? +y? et y* < (2* +32)? (qui découle de
I'inégalité précédente). De méme, quand (z,y) — (0,0),

of

2004 2
|y (32t +97)

3|y ely' _ 3lel(@t +97)? | |of(e +y?)?
(21 4 42)2

S @22 (@t 2)2 T (a4 y2)2 (24 + 42)2

= 4|z| — 0.

La fonction est donc de classe C* en (0,0), et donc sur R2.
Il est clair que comme 22 + 72 <0 <= 22 =9?=0 < (2,9) = (0,0), f est de classe C* sur
R*\{(0,0)} comme produit et composée de fonctions de classe C''. Etudions la fonction au point

(0,0). Par symétrie des variables x et y, f(x,y) = f(y,x), on ne traite que la continuité de g—i au
point (0,0). On a, pour tout point (z,y) # (0,0) :

of 2 2 2 22%y?
Y (2, y) = 22121 =y
o ) = 20y nla 4 ) + S
De plus, on a, pour tout h # 0,
h )
et ainsi %(0,0) = 0. Enfin, pour tout (z,y) # (0,0), on a
of 2 2 2 22%|y|?
o | < 2l 42+ 210

2(22 + 2|yl
2 + 32
<2|(z,y) 51 ||z, y)[15 x [z +2[y[> =0

< 2(a® + y?)|In(a® + y?)| x |2] +

quand (z,y) — (0,0) car 7In7 — 0 quand  — 0T. On en déduit que 2L est continue en (0,0) et

T
donc %5 I'est aussi par symétrie des variables, et f est donc de classe C! en (0,0), c’est-a-dire sur

R2.

Exercice 10. Matrices hessiennes
Déterminer les matrices hessiennes des fonctions suivantes sur leur domaine de définition, puis au point
a donné.

1.

fiR =R, f(x,y,2) = (x+y+2)* a=(1,-1,1).

2. f:RZS R, flz,y) =2 +y* —2(z —y)?, a = (2,0,-1).
3.
4. f:RAO\{(0,y) € R?:y € R} = R, f(z,y) = sin® (%), a=(3,m).

f:R3 =R, f(z,y, 2) = sin(zyz), a = (7,0,1).

Correction. Les fonctions données dans cet exercices sont deux fois différentiables comme sommes et
composées de fonctions deux fois différentiables sur leur ensemble de définition. Elles admettent donc
des dérivées partielles premiéres et secondes sur cet ensemble.

1.

On calcule facilement, pour tout (z,y,z) € R3,

of of _of
T 0z

%(m7yaz):@(xayvz) (x7y72):2(x+y+z)



On a donc

32 82 82 2 2 32
S @) = g @0.) = T (2) = 5 (e E) = G ) = G () =2

La hessienne de f au point (z,y, z) est donc

2 2 2
Hy(z,y,2) =1 2 2 2
2 2 2
2. On a, pour tout (r,y) € R?,
Lo =1 —so-9), L) =1 -4-),
et on obtient donc
0% f ) o2 f , 02 f
— =122" -4, —= =12y — 4 4,
5z (1Y) vod e (z,9) v S o (T,y) =

et la hessienne de f au point (z,y) € R? est

1222 — 4 4

3. Pour tout (z,y,2) € R3, on calcule

of _ . af _ of _
G (0.:2) = yzeos(ayz). Go(wy7) = azcos(ayz), Gl (r.y.2) = wycos(ayz).

et on a donc

*f 2
910y ——(x,y,2) = zcos(xyz) — xyz” sin(zyz)
*f 2
D (z,y,2) = ycos(zyz) — xy°zsin(zyz)
Pf 2
9907 ——(z,y, 2) = wcos(xyz) — x yzsin(zyz)
2
%(x,y, 2) = —y*2? sin(zyz)
2
g—yf(x,y, 2) = —x?2%sin(xyz)
% f

@(xﬁ% z2) = —a?y® sin(zyz).

et ainsi la hessienne de f au point (z,y, z) est

—y%z Sin(myz) zcos(zyz) — xyz?sin(zyz) ycos(wyz) — xy?z sin(zyz)
Hy¢(z,y,z) = | zcos(xyz) — xyz Zsin(zyz) —x222 sin(xyz) x cos(xyz) — x2yz sin(zyz)
ycos(xyz) — xy?zsin(ryz) xcos(ryz) — x?yzsin(ryz) —22y? sin(xyz)

4. Pour tout (z,y) € R? tel que z # 0, on a

of

in (2 0
Of (o) = L) Of

22 7 oy oz




et ainsi

0% f 2y (a:sin (2?7;) + y cos (%))
@(’I,Z/) = 4

0°f, . 2(cos® (¥) —sin® (3))
Tyg(l‘,y) = )

0% f ~ xsin (22) + 2y cos (%)
amay(xay) - IES )

ce qui implique que la hessienne de f au point (z,y) est

Qy(xsin(%)—l-ycos(z?y)) _msin(%)—&-?ycos(%)

— x? T3
Hf(l’,y) - _wsin(%’)—iﬁycos(%) 2(c052(%)—sin2(%))

3 2



