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Feuille 4 : Différentiabilité
CORRECTION

Exercice 1. Preuve fausse a corriger
Déterminer toutes les erreurs ;:orr;mises dans la preuve ci-dessous et la corriger.
Soit f:R? = R, (z,y) — e ¥ sin(z? + y?) alors, pour tout (h, k) € R?,

[F(h k) = £O,0) _ e fsin(? +)] 1
e h? 4 k2 TRk

+00

quand (h,k) — (0,0), ot on a utilisé que |sin(t)] < 1 et et < 1 pour tout t € R. Ainsi, f nest pas
différentiable en (0,0).
Correction. Les erreurs dans cette preuve sont les suivantes :

1. On doit écrire ces inégalités pour (h, k) # (0,0).

2. Onae " <1 pourteR,; (et non pas R).

3. Largument est clairement faux, car ce n’est pas le bon quotient a considérer pour étudier la

différentiabilité. De plus, majorer ce quotient par quelque chose qui tend vers 'infini ne donne
aucune information sur la limite de ce quotient.

Montrons que f est différentiable en (0,0). Pour tout (h, k) € R?\{(0,0)}, on a

£ k)~ FO.0] T im0 sinlGe DI
1R, F)l2 VhZ + k2 (7, )13

Or, on a, quand (h, k) — (0,0), ||(h, k)|l — 0 et il suffit donc de déterminer, en posant ¢ = ||(h, k)||2,

2 sin(t2 2 in(t2 2 sin(t2
lim te™¢ M Comme lime™ =1 et lim sin(t) =1, on trouve que lim te™* sin(t”) =0 et donc
t—0 t2 t—0 t—0 2 t—0 t2
lim |f(h7 k) B f(Ov 0)‘ _ 0,
(h,k)—(0,0) (R, k)2

donc f(h,k) — f(0,0) = o(]|(h, k)||2) ce qui prouve que f est différentiable de différentielle nulle.

Exercice 2. Différentielle et fonction linéaire
Soient (n,p) € (N*)? et f : R* — RP différentiable. On suppose que pour tout A\ € R et tout z € R",

fOx) = Af(z).
1. Montrer que f(0) = 0.

2. Montrer que f est linéaire.

1. On a f(0) = f(0 x 0) = 0f(0) = 0 en appliquant I'identité & A = 0.
2. Soit x € R™, alors comme f est différentiable en 0, on a, quand A — 0,
f(Ax) = f(0) + Do f(Az) + o(})
d’ou, en utilisant le fait que f(0) = 0, Do f soit linéaire et 'identité de I’énoncé, on obtient

Af(x) = ADo f(x) + o(A),



ce qui donne, en divisant par A\ # 0,
f(@) = Dof(z) +o(1),
ce qui permet de conclure, en faisant tendre A vers 0, que
Ve eR", f(z)=Dof(z),

et donc que f est linéaire.

Exercice 3. Calcul de différentielles - Applications directes du cours
Déterminer les différentielles D, f pour chacune des applications f et des points xo suivants.

1. f:R—=R, f(z) = -4z +1, zo = /7.

2. f:R—=R, f(z) =e® + 2% —sin(x), 19 = 0.

3. f:R2 =R, f(z,y) =3z —y, z0 = (1,2).

4. f:R?2 -5 R? f(x,y) = 22 +y,3z — 2y), 0 = (0,0)

5. f:R?2 = R, f(z,y) = 3|(z,9)|13 + ®(z,y), zo = (1,—1) ot ® : R? — R est bilindaire.
Correction.

1. On a, Vh € R, D 7 f(h) = —4h car pour tout z € R, f'(z) = —4.
On a, Vh € R, Dof(h) = 0 car, pour tout z € R, f'(x) = e® + 2z — cos(x) et f/(0) = 0.
On a, Y(h, k) € R?, D1,2)f(h, k) = 3h — k puisque f est une application linéaire.
On a, Y(h, k) € R?, Do 0)f(h,k) = (2h + k,3h — 2k) car f est une application linéaire.
On a, V(h, k) € R2, Dy _1)f(h, k) = 6((1,—1), (h, k)) + B(1, k) + B(h, —1) = 6h — 6k + B(1, k) +

®(h, —1).

P‘Pf*”!\-”

Exercice 4. Dérivées directionnelles

Soit f : R? — R définie par
2 .
f(ﬂﬁ,y){glnle siz#0

sinon
1. Montrer que f admet en (0,0) une dérivée suivant tout vecteur
2. f est-elle différentiable en (0,0)?
Correction.
1. Soit v = (v, v2) € R?, alors on a

o F00.0) +80) = £(0,0) _ - fltvr tua)

t—0 t t—0
t#0 t#£0

f(t'l}l, t’Uz) o 0

Si vy =0, alors 113} =-=0.

t£0 t
Si vy # 0, alors
tuy, tu t2v2 1n |tv
lim fltvntvs) = lim vy In ftu| = lim ¢In |t|v3 + tvs In |vy| = 0.
0 t 10 10

0
On a donc 8—f(0,0) = 0 pour tout v € R2.
v

2. Soit y # 0, alors on consideére le point (¢ +?,y) qui tend vers (0,0) quand y — 0. De plus, on a

Yy £0, fle ¥,y =1#0.

Ainsi, f n’est pas continue en (0,0), donc non-différentiable en ce point.



Exercice 5. Calcul de dérivées partielles
Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes et préciser le domaine de validité des calculs.

L fla,y) = Va2 + 2

2. f(z,y) = os(x+2y).
3. flz,y) =

4. f(z,y) = xﬁi‘z

5. f(z,y) = arctan(2z — 3y).
6. f(z,y) =In(a? + y?).

1. Soit (z,y) € R™\{(0,0)}, alors

o Y /7:1;2 +y2a ay Y ,—x2 +y2

2. Soit (z,y) € R?, alors

g(a y) = cos(z + 2y) — zsin(z + 2y), g—zjj(x, y) = —2zxsin(z + 2y).
x

3. Soit # > 0 et y € R, alors f(z,y) = e¥"(*) et ainsi

of of

%(m,y) = Dy (z,y) = In(z)e? @) = 2¥ In(z).

Yeyin(a) — pv-1
X

4. Soit (z,y) € R"\{(0,0)}, alors

ﬁ(x )_y2—2xy—x2 8—f(x )_x —2zxy —y
o0 T @ oy Y T T )
5. Soit (z,y) € R? on a

of 2 of 3

%(x,y) T 1+ (2¢ —3y)2" Ay (z,9) = 1+ (20 —3y)?
6. Soit (x,y) € R™\{(0,0)}, alors

g( )= 2z 6f
gz Y = 22 +y?’ 5‘y

Exercice 6. Différentielles de fonctions composées
Soit f: R — R et g : R? — R deux fonctions différentiables. Justifier que les applications suivantes sont
différentiables et calculer leur différentielle.

1. 9 : R= R, z— gz, —x).

2.9 :R? =R, (z,y) = g(y, 2).

3. h:R?2 5 R, (z,y) = f(z+g(z,y)).

4. k:R? = R, (z,9) — f(zy2g(z,y)).
Correction.

1. Soit z,h € R, alors



2. Soit (z,y) € R% et (h, k) € R?, alors

(y,x)h + g(y,x)k:

of

3. Soit (z,y) € R? alors

oh oh g

3 T Y) = (1 + Zi(%@) x4 g(z,y)), afy(%y) = gy(:&y)f’(x +g(,y)),

et on obtient donc, pour tout (z,y) € R? et (u,v) € R? :

Diaaphls) = (14 52(00) ) 7o + gl )+ 52,01 o + ol )

4. Soit (z,y) € R? alors

ok

Gt = (o) + 0 §le)) £ tato)). G = (2o + 007 G w0)) £ raln)

et on obtient donc, pour tout (z,y) € R? et (u,v) € R? :

Diaapbtso) = (Palenn) + o 9w.0)) 1 Pt (gt + 2952w ) £ ayPato)e

Exercice 7. Développement a I’ordre 1 et composées
Soit f : R? — R différentiable au point (0,1) et tel que
of of
0,1)=0, —=—(0,1)=1 t —(0,1)=2.
O =0 FOn=1 e 1)

1. Déterminer le développement de Taylor-Young a l'ordre 1 de f au voisinage du point (0, 1).

2. En déduire le développement limité a 'ordre 1 et au voisinage de 0 des fonctions ¢ — f(—2t,e?)
et t — f(t, cosht).

Correction.
1. Par différentiabilité de f en (0, 1), on a, pour tout (h, k) € R?,
0 0
Fh 14 k) = £(0,1) + 8—f(0, Dh + a—f(o, Dk + o(VA2 + k2) = h+ 2k + o(\/12 + K2).
€z Y

2. Comme (—2x0,¢e") = (0,1), que f est différentiable en (0,1) et que t — (—2t, e) est différentiable
en 0, puisque chacune de ces fonctions sont dérivables en 0, alors F' : t — (—2t, e?) est différentiable
en 0 et on a, pour tout h € R,

F(h) = F(0) + F'(0)h + o(|h]|),

- F’(O):—Qﬂ(o 1)+e°g(o )=-24+2=0
ox "’ oy’ ’
d’ot1, comme F(0) = f(0,1) =0,
E(h) = o(|hl)-

De méme, par des arguments identiques, en remarquant encore une fois que (0, cosh(0)) = (0, 1),
on obtient, en notant G : t — f(¢,cosht), pour tout h € R,

G(h) = G(0) + G'(0)h + o(|h|),

avec o7 a7
/ e _— 1 _— = e
G'(0)=1x D (0,1) + sinh(0) Dy (0,1)=1+0=1,

d’ou finalement
G(h) = h+ o(|h]).



Exercice 8. Valeur approchée
(0.998)3

1. Déterminer une valeur approchée (& la main, sans machine!) du réel a = en utilisant

I’approximation linéaire d’une certain fonction & déterminer au voisinage d’un point que 1’on
précisera.

2. A l’aide d’une machine, on trouve que a ~ 0.9910389 ou toutes les décimales sont exactes. Com-
parer cette valeur avec celle trouvée & la question précédente en expliquant pourquoi 'ordre de
grandeur de l'erreur entre celles-ci était prévisible.

Correction.
1. On considére la fonction f: R x R* — R, (z,y) — % Cette fonction est différentiable au point

(1,1) comme quotient de fonctions différentiables, et on a donc, pour tout (h,k) € R? tel que
1+ k # 0, au voisinage du point (1, 1),

d 5}
J(L+h,14+Ek)=f(1,1) + (’Ti(l’ 1)h + 875(1, 1)k + o(vV/h? + k2).
On calcule aisément, pour tout (z,y) € R x R*,
af B 32 af B 3
%(l’,y)—7, et aiy(xay)__ﬁ7

ce qui donne %(1, 1) =3et g—?’;(l, 1) =-1.
Ainsi, en appliquant le développement de Taylor-Young & h = —0.002 et A = 0.003, on obtient
(0.998)3 af af
1-h,14+k) = ———— ~ f(1,1)—0.002=—(1,1)40.003-—(1,1) = 1—3x0.002+1x0.003 = 0.991.
FO=h 1) = S & F(L1)=0.00257 (11000350 (1.1) = 1-3x0.002+ 1
2. On voit que le résultat trouvé a la question précédente est exact & 1072 prés. Cet ordre de grandeur
était prévisible puisque Ierreur dans la formule de Taylor-Young est négligeable devant v/h2 + k2

qui vaut ici 1/0.0022 + 0.0032 ~ 3.6 x 1073.

Exercice 9. Développement a I’ordre 1 d’une fonction de n variables
Soit f : R™\{0} — R définie par

Vo = (z1,...,24) # (0,...,0), f(z)= H331||§’

et, pour a = (ai,...,a,) € R" g, : R" — R définie par
Vo = (21,...,2,) €ER",  gu(z) = <a,x)e‘“““g,

Apreés avoir briévement expliqué pourquoi f et g sont différentiables, déterminer le développement &
Pordre 1 de ces fonctions au voisinage de y = (y1, ...y» ), non-nul pour f, quelconque pour g.
Correction. Ces deux fonctions sont différentiables respectivement comme quotient et produit de fonc-
tions différentiables dont le dénominateur ne s’annule pas pour f puisque, par séparation de la norme
euclidienne,

Vz €R", |z]2=0 < |zl =0 < z=0.

On écrit, pour tout (x1,...,2,) € R™,

1
f(xla axn): n s
>
i=1
et donc 9 )
Vi€ {1,...,n}, 8;: (1, ey Ty) = — i 9 T



On obtient donc, pour tout y = (y1, ..., yn) € R™ et tout h = (hq, ..., h,) € R™ tel que y+ h # 0,

fly+h) = +Z y)hi + o(||hl2),

c’est-a-dire
n

Zj |4+ o([[hll2).

i=1

h
fy+h) IMb

De méme, pour tout x = (z1, ..., 2,) € R™, on écrit

n
g1, .y xp) = (Z akxk) exp
k=1

et donc, par dérivation du produit,

2
x] )

n
=1

J

a n
Vie{l,..,n}, 854 (T1, ey Tp) = aze ez 4 <Z ak:vk> —22,)e —[ll3
’ k=1

2
= (ai —2x; g akmk> e~ llwllz
k=1

= (a; — in<a,x>)e_”x”§.

On a donc, pour tout y = (y1, ..., yn) € R™ et tout h = (hq, ..., h,) € R",

oy +h) = gl +Z — 2y;(a,y))e I3 R; + o(||h||2)

= (a,y)e I3 + <Z aihZ') —lvliz — 9(a, ) <Zy B ) e WWIE 4 o(||n|2)

= ({@,y + ) — 2(a, y)(y, b)) e 1VIz 1 o(||A]2).

Exercice 10. Différentiabilité a I’origine
Soit f : R? — R définie par

). 1 _
Fla,y) = x“ sin <\/W> si (z,y) # (0,0)

0 si (.’L’,y) = (070)

1. Montrer que f admet des dérivées partielles en (0, 0).
2. Si f était différentiable en (0,0), déduire de la question précédente quel serait sa différentielle.
3. Montrer que f est différentiable en (0,0).
Correcton.
1. Soit t # 0, alors, quand ¢t — 0,

M0 00 _ g, (1) 10

f(O,t) — f(0,0)
t

Donc f admet des dérivées partielles nulles en (0, 0).

=0—=0.



2. Si f est différentiable en (0,0), on aurait nécessairement Do f(h, k) = 0 pour tout (h,k) € R?
d’aprés la question précédente.

3. Pour tout (h, k) # (0,0), on a, quand (h, k) — (0,0),

stk - 0.0 _ WP (rbm)| _ pe el
1(hs )2 [1(R, ) |2 ~ A Rl T (R )l

On en déduit que f est différentiable en (0,0) et que sa différentielle est bien D oy f(h,k) = 0
pour tout (h, k) € R2.

= [[(h, k)l[2 = 0.

Exercice 11. Calculs de matrices jacobiennes, de différentielles et de jacobiens
Déterminer la matrice jacobienne, la différentielle et le jacobien (quand il existe) des applications f
suivantes au point a donné.

1. f:R? =R, f(z,y) = sin(z%y), a = (1,0).
1 1 2

2. f:(R*)? =R f(z,y) = (m — 5,671 y), a=(1,-1).

Correction.

1. On calcule les dérivées partielles de f :

0 0
o av) = 2oyeos(a®y), () = o con(ay
et donc, au point a, on a
af _ of _
%(LO) *07 ay(lvo) - 17

et donc

La différentielle de f en a est donc

Daf(h,k):Jf(l,O)(Z):(O 1 )(Z):k:.

2. On calcule les dérivées partielles de f = (f1, f2) :

Ofy L op 1

6.’1} 5y - .T27 ay 7y - y2

P B —a? P R
B (z,y) = —2xe™ " y, oy (z,y)=e

et donc, au point a, on a

8f1 o 8f1 _ _
Ge-p=-1 Sla-n=1
o, T o
87(17—1)—26 1 ?y(l,—l)—e L

et donc

On en déduit que, pour tout (h, k) € (R*)?, on a

D(lv_l)f(h’ k) = Jf(17_]')< Z ) = < 2;—11 611 ) ( Z ) = ( 26_:}};—_:5_1]6 >

De plus, le jacobien de f au point a vaut det(J¢(1,—1)) = —e~! —2e7! = -3¢ 1.



Exercice 12. Gradient et composée

ot

Soit f : R3 — R différentiable telle que Vainf=1| 2 | etsoit ¢ : R* — R3 définie pour tout ¢ # 0
1

o(t) = <t2, ;,t) .

1. Déterminer Dy 1,1)f(h) pour tout h € R3.
2. En déduire (f o ¢)'(1).

Correction.

par

1. La réponse est directement donnée par le gradient de f au point (1,1, 1), c’est-a-dire
D 1,1y f(h) = 5hy + 2hy + hs.

2. Par composition, on a
(f o) (1) = Dy f(#' (1)),
avec
¢'(1) =(2,-3,1).
On obtient donc (fo)' (1) =5x2+2x(-3)+1x1=5.

Exercice 13. Dérivation le long d’un arc
Soit f : R™ — R une application différentiable, I un intervalle ouvert de R, ¢ : I — R", t
(x1(t), ..., xx(t)) un arc paramétré dérivable et C = ¢(I) la courbe géométrique associée.

1. Montrer que, pour tout to € I, (f o) (to) = Z gg (p(to))z(to)-
i=1 "

DO

. Soit ¢(tp) € R™ un point singulier de C. Calculez (f o ¢)’ (o).
.Sin=2,¢p:R—R% tw (at +b,ct +d) o (a,b,c,d) € R:. Montrer que, pour tout to € R,

w

(Fog) o) = L (olto)), v =(a0)

Dans ce cas, quelle est la nature de C ? Comment appelle-t-on v pour la courbe C?

4. Soit n = 2. On suppose que C est une courbe réguliére paramétrée par ¢ de telle sorte que
I’ (t)]l2 = 1 pour tout ¢ € I. Montrer que, pour tout ¢ € I, (f o ¢)'(t) est la dérivée de f en ¢(t)
le long du vecteur tangent unitaire & C en ce point.

Que vaut cette quantité si ||¢’(t)]|2 ne vaut pas toujours 17

5. Application : soit ¢ :]0,2n[— R2, t + (cost,sint), et f : R? — R définie par f(z,y) = e,
Déterminer la dérivée de f en (1/2,v/3/2) le long du vecteur tangent unitaire a C = ¢(]0, 27[) en
ce point.

Correction.

1. Soit tg € I, alors, d’aprés le cours (par dérivation d’une composée),

(0 (10) = Dyan S(£/00)) = 3 2L (1) t0).

i=1 ¢

2. Si p(tp) est un point singulier, alors ¢'(tg) = (0, ...,0), donc d’aprés la formule précédente, on a
(fop)(to) =0.

3. Soit tg € R. Comme 2 (tg) = a et x4(tg) = ¢, alors

(0 (10) = Dytr F0:0) = L (o(t0)).

Dans ce cas, C est une droite paramétrée de vecteur directeur v et passant par le point (b,d). En
effet, pour tout t € R, o(t) = (a,c)t + (b, d).



4. Soit t € I. On remarque que si ||¢’(t)|| = 1, alors le vecteur tangent a la courbe C au point o(¢)
est donné par T'(t) = ¢'(¢). On en déduit donc que

__of
T oT(t)

qui est bien la dérivée de f en () le long du vecteur tangent T'(¢) a C en ce point.
Dans le cas général, on obtient

(f 0@)'(t) = Do) f(¢'(t)) = Dy f(ll¢" (ONIT(£)) = [l ()| D) £ (T (1)) = Iw’(t)a?(:)(@(t))-

(f o @) (t) = Dy F(T(1)) ((t)),

5. On remarque que, pour tout ¢ €]0,27[, ¢'(t) = (—sint, cost) et donc ||¢'(t)]2 = /(—sint)2 + (cost)? =
1. De plus, (1/2,v/3/2) = ¢(n/3). Ainsi, la paramétrisation ¢ est réguliére et f est différentiable,
donc on cherche simplement a calculer

(Fow) (§) = Go(L/2 V32021 (x/3) + 5L (1/2,VB/Ds(n/3)

=—-2x %e‘l(— sin(m/3)) — 2 x ?e‘l cos(m/3)

=5 —ge =0

car Vg f = (—2ze=2"=¥" —2ye=="~¥") en tout point (z,y) € R2 et (1/2)2 + (v/3/2)2 = 1. On
remarque aussi que C est le cercle unité de R? privé du point (1,0).

Exercice 14. Plan tangent et approximation linéaire
On considére la fonction f: R*\{(0,0)} — R définie par

(z,y) € RA\{(0,0)}, f(z,y) = In(4a” +1°).
Cette fonction définie la surface S = {(z,y,2) € R?\{(0,0)} x R: z = f(z,y)}.

1. Justifier que f est différentiable.

2. Déterminer sans machine une valeur approchée de f(1.1,2.2) sachant que In(2) ~ 0.7.
Attention : il y avait ici une erreur dans I’énoncé, le point a considérer est bien (1.1,2.2) afin de
ne pas a avoir a refaire de calculs dans la question suivante.

3. Déterminer I’équation du plan tangent & S au point (1,2,1n(8)).

4. Trouver un point P € S tel que le plan tangent & S au point P soit paralléle au plan d’équation
20+ 2y — 2z =3.

Correction.
1. f est différentiable comme composée de fonctions différentiables car, V(z,y) € R?

4’ +9? <0 = 42° 49’ =0 <= z=y=0.

2. On remarque que f est différentiable en (1,2) et donc que l'on a, pour tout (h,k) € R? tel que
14+ h #0 et 2+ k # 0 simultanément,

3] 3]
FA+h2+k) =f(1,2)+ %(1,2)h+ %(1,2)k+0(\/h2 + k2.
Comme, pour tout (z,y) # (0,0),
g(x )_875” ot %(x )_273/
gz Y 42 42 Ay Y 42 4y
on obtient of g of 41
—(1,2)==-=1 —(1,2) = - ==
5 (12 = 3 et 8y(’) 5= 3
et ainsi

1
F(1.1,22) ~In(8) + 1 x 0.1+ 5 x 0.2=3In(2) + 0.2~ 3 x 0.7+ 02 = 2.3,



3. On remarque que ce point appartient bien a la surface (S) puisque f(1,2) = In(8). L ’équation du
plan tangent a (S) en ce point est donc

=12+ 02—+ 2w -2)

c’est-a-dire, d’aprés les calculs faits & la question précédente,
_ Y
zfx+§—2+ln(8).

4. On réécrit 'équation du plan sous la forme z = 22 + 2y — 3. On cherche donc un point (x,y) €
R2\{(0,0)} tel que

of of
=L =2 et - =2
c’est-a-dire vérifiant
8x _ 2y _
42 4+ 92 42 4942 7

ce qui implique que 8z = 2y, c’est-a-dire y = 4x, d’olt en remplacant,

b =2 < 2—2<:> .
422 + 1622 5r 75

1
5

14 4
et on trouve le point (5, 5) qui vérifie bien la deuxiéme équation car Zﬁw = 2. Le point
14 4
P=|—-,—,In(-].
55 5

Exercices supplémentaires (applications directes, en autonomie)

de (S) qui correspond est donc

Exercice 15. Calculs de différentielles
Déterminer la différentielle de chacune des applications suivantes sur leur domaine de définition :

L f:R* = R? f(z,y) = (¢, y*2%, = + 3y)
2. f:R =R f(x) = (22, cos(x), arctan(x®), sinh(z? — 1)).
Correction.
1. Soit (z,y) € R? et (h,k) € R?, alors, en notant f = (f1, fa, f3), on obtient que

D(z,y)fl(ha k) = thv D(w,y)fQ(hvk) = 3$2y2h+2y$3k, D(z,y)f?)(ha k) = h’+3k7

et donc
Doy f(h, k) = (Qxh, 322y h + 2yak, h + 3k) )

2. Soit x € R et h € R, alors

5x*h

D.f(h) = <2xh, —sin(z)h, T 10"

22 cosh(z? — 1)h>

Exercice 16. Contre-exemple
Soit f : R? — R la fonction définie par




1. Montrer que f admet des dérivées partielles en (0, 0).
2. La fonction f est-elle différentiable en (0,0)?
Correction.
1. Soit t # 0, alors
f(07t)7f(070):0 ot f(t70)7f(070):
t t
On en déduit que %(0,0) = g—i(o, 0) =0.
2. On remarque que, pour tout t # 0,
t 1
t,t =—-%#0
F) = a0 AT 7

et donc que f n’est pas continue en (0,0) et donc non-différentiable en (0, 0).

Exercice 17. Calculs de matrices jacobiennes, de différentielles et de jacobiens
Déterminer la matrice jacobienne, la différentielle et le jacobien (quand il existe) des applications f
suivantes au point a donné.

L f:R =R f(z,y,2) = (@ -y, 2 +y,y%2% —2%?), a = (-2,0,1).
2 f RS SR, f(a,y,2) = (sin(x), —2cos(y), z +y + 2), a = (r,0,0).
3. f:R3 =R f(r,0,¢) = (rcoscosp,rsinf cos g, rsing), xg = (1,0, ).

Correction.
1. Les dérivées partielles de f = (f1, f2, f3, f4) sont

of: L oh o
%(l‘ayaz)*la 8y (x,y,z)f ]-7 9z (l’ Y,z )*0
O o O b
81) (I,y,Z) - 03 8y (I,y,Z) - 17 aZ (I,y,Z) - 1
ofs _a,2,2 9fs _ 9,3 Of3 _
8$ (SC,’LZ/,Z)73I y ) ay (SC,y,Z)—2yI ) aZ (l’,y,Z)—O
0f4 o 4

%(Iaya Z) = Oa aiy('rayvz) = —2yZ ) %(Ialﬁz) 423y27

et donc, au point a, on a

9fi 9fi of1
2,0,1 2,0,1 -1, 2,0,1
G20 =1 G20 -1 201 =0
8f2 an an
3:17(201) 0, ay(201) 1, 62(201) 1
Ifs Ifs Ifs
3x(201) 0, ay(201) 0, 8Z(acy,)—O
Ofa 0fs 0fs
81‘(201) 0, ay(201) 0, 82(201) 0,
et ainsi
1 -1 0
0 1 1
J¢(=2,0,1) = 0 0 0
0 0 O
ce qui permet de calculer, pour tout (h,k, /) € R3,
1 -1 0 h—k
h h
0 1 1 k+¢
D(—2,0,1)f<ha k7€) = Jf(72707 1) k - 0 0 0 k - 0
¢ 0 0 O ¢ 0



2. Les dérivées partielles de f = (fy, f2, f3) sont :

f1 _ of1 _ oh _

3$ (.’IJ/y,Z) - COS($)7 ay (.’IJ,y,Z) - Oa 82 (x7yaz) - 0

02 -~ ap) . df2 _

825 (il?/y,Z) - 07 ay (x,y,z) - ZSlIl(y), 82 <$7y72) - COS(y)
Ofs -~ 0fs _ 0fs

8.’13 (xvyvz)_]w ay (iC,y,Z)—l, 82 (LC Y,z )_17

et donc, au point a, on a

of1 df1

O, o
Pa (MO0 =1 F(r0,0)=0, Fr,0,0)=0
8f2 6f2 an

ax( ,0,0) =0, 3y( ,0,0) =0, 8z( ,0,0) =

0 0 0

Do) =1 Grep) =1 £@%)—L

ce qui donne

~10 0
Jp(r,0,00=1 0 0 -1 |.
11 1
)

Le jacobien de f au point a vaut donc det(J¢(m,0,0)
est :

h -1 0 0 h —h
D(ﬂ-yo’())f<h, k,f) = Jf(ﬂ',o,o) k = 0 0 —1 k = —L .
14 1 1 1 14 h+k+¢

. Les dérivées partielles de f = (f1, f2, f3) en a sont :
of1

o ——(r,0,¢) = coslcos ¢, aj;l (r,0,¢) = —rsinf cos ¢, 8](;1 (r,0,¢) = —rcosfsin ¢
%{?( 0,¢) = sinf cos ¢, %};2( 0,¢) = rcosfcos ¢, a{;( 0,¢) = —rsinfsin ¢
0 0

O (10.0) =sino, 20.0)=0, 2r0,6)=reoss,

o

et donc la jacobienne en a est

cosfcosp —rsinfcos¢ —rcosfsing
Jp(r,0,¢6) = | sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing | .
sin ¢ 0 7 COS ¢

Le jacobien de f est donc det(J¢(r,6,¢)) =72 cos ¢ et la différentielle est donnée par

h
D(r.9.)f(h K, €) = J¢(r,0,¢) ( k ) -
¢

= —1 et la différentielle de f en ce point



