Exemple 5.7. (Différentielle seconde)
Soit f :R? — R définie pour tout (x, y) € R? par

flx,y) =x*y+2x*-3y°.

Alors les dérivées partielles premiéres sont

0 0
6—];(x,y) = 4x3y+4x, a—];(x,y) =x*- 9y2.
Les applications % et % sont différentiables car polynomiales. On en déduit que f est deux fois
différentiable sur R?. Ses dérivées partielles secondes sont données par
*f 2 *f *f *f 3
PRSI =12 + 4; P A% =-18 ) ’ = ’ =4x".
0x? ) e 0y? () % 0x0y (%) 0yox (xy) =4x
La hessienne de f au point (x, y) est donc
12x%y+4  4x8
Hf(x’y)‘( 4x3  -18y )

et en particulier, au point (0, 1),

4
Hf(o,l)z( 0 _28 )

Dans le cas général, la forme bilinéaire associée a la différentielle seconde est, pour h = (hy, hy) €
R et k = (k1, ko) € Rz,

Df. ) f(h k) = (12x°y + Dy ky +4x° hoky +4x° By ko — 18y ok,
de forme quadratique correspondante

(Hp(x,y)h,hy = Df, , f(h,h) = (12x°y + 4) hi + 8x° hy hy — 18h5.

2
(x,y)

et donc, au point (0, 1), cette forme vaut
Dy 1y f(h,k) = 4h1ki — 18k ks,
et sa forme quadratique associée est
DYy, f(h, h) = 4h% — 1815,

Remarque 5.8. (Développement au premier ordre de la différentielle) Au sens de la définition
précédente, étre deux fois différentiable pour f est équivalent avec le fait que D f soit différen-
tiable, car

n - Of

Vxoe QYReR", Dy f(h)=)_ o, o
i=10Xi

En effet, la différentiabilité (par rapport au point) de toutes les dérivées partielles équivaut a
celle de'application xy — Dy, f (h) pour tout & fixé. Ainsi, on peut écrire, dans I'espace £ (R",R),
pour tout /' suffisamment petit (tendant vers 0), pour tout xg € Q,

Dyysi f = Dxo f + Dy (DY) + oI 1D,

49



qui peut se réécrire, avec € : R” — £ (R",R) tendant vers ’application linéaire nulle quand h’ —
0:
Dyyeir f = Dxyf + Dy (DFY(R) + 11 e (R).

On voitici qu'un probleme conceptuel/technique survient car nous n’avons pas défini la norme
d’une application linéaire, donc la notion o(||4'[|) pourrait paraitre ici un peu ambigu. Une autre
facon d’écrire cette égalité est de I'appliquer a un vecteur h € R" :

Dy f(h) = Dy, f (1) + Dy, [(D f) ()1 () + | Bl e (R).

ol maintenant € : R” — R dépend de h et tend vers 0, uniformément par rapport a h, quand
h' — 0. On rappelle ce que cette égalité signifie: Vh € R"”, Ve > 0,36 >0, Vh' e R”,

IRl <& = |Dyyrpr f (h) = Dy, f(h) = Dy, (D )R] (R)| < || 1]
Comme 'application
@:h— Dy f(W) = Dy, f(h) = Dy, [(Df) (W1 (h)

estlinéaire, on peut appliquer I’égalité précédente au vecteur ”—Z”, h #0 (lecas h = 0seraévident
a la fin du raisonnement) et on obtient (pour un nouveau &€ qui tend toujours vers 0, puisque
I'on a seulement échangé h par h/| k| et que la limite était uniforme en h) :

h
| = h/ h/ ,
<P(”h”) IR lle(h)

ce qui implique que @(h) = ||k k'|le(1') et finalement, comme Dy, [(Df)(h)](h) = D% (I, ),
que, pour tout xj € Q, pour tout &’ suffisamment petit et pour tout & € R”,

Dyy+n f(h) = Dy, f (h) +D)260f(h', h) + I RIIR ().
Encore une fois, cela se traduit par: Vh € R”, Ve > 0,35 >0, Vh' € R",

IR/l < 8 = | Dy f (h) = Dy, f (h) = D%, f (R, )| < gl R ]l
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