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Exercice 1 Questions de cours (2 + 2 = 4 points)

1. Soit f : Ω ⊂ Rn → Rp, Ω ouvert, et x0 ∈ Ω. Si f est différentiable en x0, montrer que pour tout
h = (h1, ..., hn) ∈ Rn,

Dx0f(h) =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(x0)hi.

2. Soit ∥ · ∥ une norme sur Rn. Montrer que toute boule fermée de Rn pour ∥ · ∥ est un fermé de Rn.

Exercice 2 Dérivée directionnelle (2 + 2 = 4 points)

Soit f : R2 → R définie par

f(x, y) =

{
y2 ln |x| si x ̸= 0
0 sinon

1. Montrer que f admet en (0, 0) une dérivée suivant tout vecteur v = (a, b) ∈ R2\{(0, 0)}.

2. La fonction f est-elle différentiable en (0, 0) ?

Exercice 3 Laplacien infini (2 + 2 + 2 + 2 = 8 points)

Pour tout fonction F : R2 → R deux fois différentiable et pour tout (x, y) ∈ R2, on note respectivement
∇(x,y)F et D2

(x,y)F le gradient et la différentielle seconde de F au point (x, y). De plus, on définit le
laplacien infini de F , noté ∆∞F , par la formule suivante :

∀(x, y) ∈ R2, ∆∞F (x, y) = D2
(x,y)F (∇(x,y)F,∇(x,y)F ).

On considère aussi la fonction g : R2 → R définie par

∀(x, y) ∈ R2, g(x, y) = xex(y
2+1).

1. a) Montrer que le point (−1, 0) est l’unique point critique de g sur R2.
b) Déterminer la nature du point critique (−1, 0) et calculer ∆∞g(−1, 0).

2. Soit F : R2 → R deux fois différentiable. Soit (x, y) ∈ R2 fixé n’étant pas un point critique de F .
a) On définit la fonction h : R → R, t 7→ F

(
(x, y) + t∇(x,y)F

)
.

Justifier que h est dérivable et montrer que h′(0) = ∥u∥22 où u ∈ R2 est un vecteur à préciser.
b) Montrer que pour tout t ∈ R, quand t → 0, on a

F

(
x+ t

∂F

∂x
(x, y), y + t

∂F

∂y
(x, y)

)
= F (x, y) + t∥∇(x,y)F∥22 +

t2

2
∆∞F (x, y) + o(t2).



Exercice 4 Fonctions à n variables (2 + 2 = 4 points)

On considère la fonction f :]0,+∞[n→ R définie par

∀(x1, ..., xn) ∈]0,+∞[n, f(x1, ..., xn) =

(
n∑

k=1

xk

)(
n∑

k=1

1

xk

)
.

1. Montrer que x0 ∈]0,+∞[n est un point critique de f si et seulement s’il existe λ > 0 tel que
x0 = (λ, ..., λ).

2. Déterminer le minimum global de f ainsi que le(s) point(s) où il est atteint.


