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Controéle Terminal de Session 2 du 02/07/2025
CORRECTION

Aucun document ou dispositif électronique n’est autorisé pendant I’épreuve.

Les réponses doivent toutes étre soigneusement justifiées, et la rédaction la plus précise possible.

Exercice 1 Questions de cours (2 + 2 = 4 points)

1. Soit f: Q C R® — RP, Q) ouvert, et g € . Si f est différentiable en xg, montrer que pour tout
h = (h1,...,hy) € R™,

Dy f(h Z 7 (@

Correction. Si f est différentiable en xy € € et Q C R™ est un ouvert, alors cela veut dire que
la différentielle, qui est une application linéaire, D, f existe, ainsi que les dérivées partielles de f
en xo qui sont données, pour tout 1 < 7 < n, par %(mo) = Dy, f(e;), ou {ey,...,en} est la base

canonique de R™. Ainsi, soit h = (hq, ..., hy,) € R™, alors, par linéarité, on a :

n
of
Dy f(h) = Day f( Zh €)= Dayf(hiei) = Zh Dy, f(ei) = o, —(x0)hi-
i=1
2. Soit || - || une norme sur R™. Montrer que toute boule fermée de R™ pour || - || est un fermé de R™.
Correction. Soit z € R" et r > 0, alors la boule fermée pour la norme || - ||, centrée en = et de

rayon r est
Byj(ar) = {y €R": o —y| <7}
Soit (yn)nen C Bj. () une suite qui converge vers y € R™. Alors,

VneN, |z—yyl <7

et donc, en passant a la limite quand n — +o00, on obtient, par continuité de la norme, ||z —y|| < r

donc y € PH.”(:):, r) et ainsi EH,H(:B,?”) est un fermé de R™.

Exercice 2 Dérivée directionnelle (2 + 2 = 4 points)

Soit f : R? — R définie par
y?Injx| siz#0

fla,y) = { 0 sinon

1. Montrer que f admet en (0,0) une dérivée suivant tout vecteur v = (a,b) € R?\{(0,0)}.
Correction. Soit v = (a,b) € R?\{(0,0)}, alors on a

o P00 +10) = £0.0) | f(ta,th)

t—0 t t—0 t
10 140
ta,tb 0
Si a =0, alors hmM:f:O.
t—0 t t
140
Sia # 0, alors
ta,tb 262 1n |t
lim f(ta, tb) = lim n [tal = hmtln\ﬂb2 +tb%1n la| = 0.
t—0 t t—0 t t—0
t£0 t£0 40

d
On a donc 6—f(0, 0) = 0 pour tout v € R
v



2. La fonction f est-elle différentiable en (0,0)?

Correction. Soit y # 0, alors on consideére le point (e ¥

t\:""

,y) qui tend vers (0,0) quand y — 0. De

plus, on a

vy # 0, f(@ y%,y):17éo

Ainsi, f n’est pas continue en (0,0), donc non-différentiable en ce point.

Exercice 3 Laplacien infini (2 + 2 4+ 2 4+ 2 = 8 points)
Pour tout fonction F : R? — R deux fois différentiable et pour tout (x,%) € R?, on note respectivement
Vi F et D(2m y)F le gradient et la différentielle seconde de F' au point (x,y). De plus, on définit le

laplacien infini de F', noté Ay F, par la formule suivante :

V(LE, y) € R27 AooF’(:L'a y) = D(2x7y)F(v(a:,y)Fa v(z,y)F)

On considére aussi la fonction ¢ : R? — R définie par
¥(z,y) R?,  g(a,y) = we™@ T,

1. a) Montrer que le point (—1,0) est I'unique point critique de g sur R?.
Correction. g est deux fois différentiable sur R? comme produit et composée de fonctions
différentiables. On a donc

09 1) = ) (14 22 + 1)), 2 (a,y) — 2ga2esl+D).

R2,
V(z,y) €RY, o= 9y

Ainsi, (z,y) € R? est un point critique de g si et seulement si

r=0et1=0
ou — (z,y) = (—1,0),

{ 1+ z(y*+1)=0 PN { 1+z(y*+1)=0
y=0etl+2x=0

yr? =0 r=0ouy=0

donc (—1,0) est bien I'unique point critique de g sur R?.
b) Déterminer la nature du point critique (—1,0) et calculer Ay g(—1,0).
Correction. Comme, pour tout (z,y) € R?,
0%g

25 (,y) = "W (2 £ 1) (2? + 2+ 2),

922 (z,y) = 202"+ (202 + 1)
X

&%
oy?
et, par le théoréme de Schwarz,

&g (z.y) = dg
Oxdy »Y = OyOx

(z,y) = 23:ye$(y2+1)(:ry2 +x+2),

on obtient que la hessienne de f au point (—1,0) est

e ! 0
Hf(_170) = ( 0 26_1 >

et dont les valeurs propres sont e™! > 0 et 2¢~! > 0. Ainsi, f admet un minimum local strict
au point (—1,0).

De plus, comme (—1,0) est un point critique de g,

Asg(—1,0) = D(1,009(V(21,009, V(=1,009) = D(~1,0)9(0,0) = 0.



2. Soit F: R? — R deux fois différentiable. Soit (z,y) € R? fixé n’étant pas un point critique de F.
a) On définit la fonction h: R = R, ¢ = F ((z,y) +tV (5, F).
Justifier que h est dérivable et montrer que h/(0) = ||ul|3 ot u € R? est un vecteur & préciser.
Correction. On a, pour tout (z,y) € R? tel que V(, ) F # 0 et t € R,

oF OF

qui est une fonction dérivable comme composée de fonctions dérivables, F' étant différentiable
et t — x4+ tax (z,y) ainsi que t — y + t%—g(a?,y) sont affines donc dérivables sur R, et donc,

par composition, pour tout ¢t € R,

o= OF ( OF (L OF OF N ,OF OF( . OF oF
h(t)—ax(:c,y)az fﬁ+tax(%y),y+tay(w,y) +8y(fc7y)3y $+taz(ﬂf7y),y+tay($,y) :

donc, pour t =0,

OF > (OF ?
10 = (Ge@n) + (5 @) = Ve flE

d’ot u = V(%y)F
b) Montrer que pour tout ¢t € R, quand ¢t — 0, on a

oF oF t2
F <w o (2,y),y + tay(ﬂﬂ,y)) = F(2,9) + Vg Fllz + 5 A F (2,y) + o(t?).

Correction. Comme F' est deux fois différentiable, on a le développement de Taylor-Young
suivant, au point (x,y), quand tV, ) F' — 0, c’est-a-dire quand ¢ — 0 puisque V(, ,yF # 0 est

fixé,

or oF
r el el
(x (@)Y iy (:v,y)>
=F ((w, y) + tV(Ly)F)
1
= F(I7y) + D(m,y)F(tv(:Jc,y)F) + 7D(2 )F(tv(x,y)Fa tv(:}c,y)F) + O(Htv(m,y)FH%)

= F(l‘, y) + tD(z,y)F(v(x,y) ) + D% y)F(V(ac,y)F7 V(m7y)F) + O(tQ)

t2
= F(@,9) + Vi) Flls + 5 AccF (@, y) + o).

Exercice 4 Fonctions a n variables (2 4+ 2 = 4 points)

On considére la fonction f :]0,+oo["— R définie par

V(z1,...,zp) €]0,400[", f(z1,...,2n (ka> (Z xlk> .

k=1

1. Montrer que zg €]0,4o00[" est un point critique de f si et seulement s’il existe A > 0 tel que
o = ()\, ,)\)

Correction. Comme f est une fonction deux fois différentiable sur (R* )"

comme produit et
sommes de fonctions différentiables donc les dénominateurs ne s’annulent pas, on a, pour tout
1 < i< n, et pour tout « = (1, ..., x,) € (RY)",
of S I
(@)=Y —-
(]

ox; €T3

Tk,
k=1



et ainsi, zg € (R%)™ est un point critique de f si et seulement si

NE

Lk

Vie{l,..,n}, a?= k:1 =
=1 Tk
si et seulement s’il existe A > 0 tel que V1 <7 < n, x; = A. Notons qu’on a alors

)\2:@:)\2

A

ce qui ne donne pas d’information supplémentaire sur A. De plus,

FA oy A) =nA x % =n?.

. Déterminer le minimum global de f ainsi que le(s) point(s) ou il est atteint.

Correction.

Meéthode qui aboutit : Soit x = (x1,...,2,) € (R%)" On pose X = (\/T1,....\/Tp) et ¥ =
(\/—E, e \/77), alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

n

1
[ X12llY ll2 = Zwk Z;k
k=1

n —=

Z X,V <

et on obtient donc que

Ve = (21, 20) € (RD)", f(2) > n?,

avec égalité si et seulement si X et Y sont liés, c’est-a-dire s’il existe o € R* tel que X = aY,
c’est-a-dire que

Q
Vi<k<n, ap=-— < 1=+,
N

si et seulement si z = (\/a,...,/a). D’aprés la question 1, le minimum global, qui vaut n?, est
atteint si et seulement si z est un point critique de f.
Méthode qui n’aboutit pas (mais que l'on a envie d’utiliser au premier abord) : Puisque f est deux

fois différentiable, on a, pour tout v = (x1,...,z,) € (R})",
. O*f 1
Vl<i<n, W(m)f JZ[L‘]{ —22

et
V(i,j) € {1,...,n}2 i # j,

(2) 1 1
r)=———H— 5.

On obtient donc, pour tout A > 0,

o0 f 2n — 2 ) 0% f 2
(A A) = t V(7)€ {1,... 2§, (N A) =
axQ ()\7 7)\) )\2 Y € V(Zhj) e { Y 7n} 7Z #]7 81.18.%,‘] ()\7 7)\) )\2

2

V1 <1 < n,

La hessienne H de f au point (A, ..., \) a donc des coefficients 22 <z 2 sur la diagonale et —/\2—2 partout

ailleurs. On a donc rg (H - ?\—EI,L) =1 ce qui veut dire, par le théoreme du rang, que i—’; est valeur
propre de H avec multiplicité n — 1. Notons p la derniére valeur propre, alors on a, par invariance

de la trace,
2n n(2n —2)
Tr(H)=(n—1) — e

e

Ainsi, u =0 et on ne peut pas conclure.



