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Aucun document ou dispositif électronique n’est autorisé pendant I’épreuve.

Les réponses doivent toutes étre soigneusement justifiées, et la rédaction la plus précise possible.

Exercice 1 Question de cours (4 points)

Enoncer et démontrer le théoréme des bornes atteintes de Weierstrass.

Exercice 2 Continuité (4 points)
Etudier la continuité de f : R? — R3 définie par

22+ xy sin(z?) + sin(y?
Jlww) = (3% | (w);Ty;y s +y2>> si (29) # (0,0)
(0,0,0) si (z,y) = (0,0).

Exercice 3 Topologie (0.5 + 1 + 1.5 + 1 = 4 points)
1. Montrer que A = {(z,y, 2) € R? : max(|z — 1|, |y + 2|, |z — 3|) < 4} est un ouvert de R>.
2. Montrer que B = {(z,y) € R?: || + |y| < 1,2 < 1} n’est ni ouvert ni fermé dans R2.
3. Montrer que C' = Z2 N {(z,y) € R? : 422 + y* < 16} est un compact de R2,
4. Soit £ C R™ un ensemble non-vide et dg : R" — Ry, z — dg(x) = ‘;1612 |lx — all2 désignant la

distance entre le point z et ’'ensemble E. Montrer que z € E <= dg(z) = 0.

Exercice 4 Normes (1.5 + 1.5 = 3 points)
Soit N : R? = R, (z,y) — |22 — y| + |z + y|.
1. Montrer que N est une norme sur R2.

2. Montrer que pour tout X = (z,y) € R? et tout R > 0, on a
Boo(X, R) C Bi(X,2R) C Bx(X,6R),

o By(X,r), Bi(X,r) Boo(X,r) désignent respectivement les boules ouvertes de rayon r > 0

centrées en X € R? pour les normes N, || - ||1 et || - [Joo sur R2.

Exercice 5 Module de continuité (2 + 1 + 2 = 5 points)
On dit que f : R™ — RP admet un module de continuité w : Ry — Ry, si w est continue en 0, w(0) =0
et si on a, pour tout (x,y) € R" x R™, || f(x) — f(y)|l2 < w(||z — yl|2).
1. Montrer que si f admet un module de continuité, alors f est continue.
2. Montrer que toute norme || || sur R” admet un module de continuité dont on précisera l’expression.
3. Soit K C R™ un compact non-vide, f,g: K — R deux fonctions continues. On définit h: R = R

par

VteR, h(t)= sg}g {f(z) +tg(x)}.

Montrer que h admet un module de continuité dont on précisera ’expression.



