* On peut réécrire cette définition en utilisant la notion de boule ouverte associée a la norme
|-l de la facon suivante:

Ve>0, dINeN, Vk=N, Xk € By (x,€).

On peut aussi dire : “quelque soit le voisinage (cf. chapitre suivant, mais une boule ouverte suffit)
de x — aussi petit que l'on veut au sens de l'inclusion -, il existe un rang a partir duquel tous les
termes de la suite sont dans ce voisinage."

Proposition 1.25 (Convergence des coordonnées d’une suite). La suite (xi); = (x,lc, ...,x,’C’),C c

R" converge vers x = (x1,..,x™) pour | - ||» si et seulement si (x}c)k converge vers x' pour tout
iefl,..,n} pour|-|.

Remarque 1.26. On peut choisir n'importe quelle autre norme que || - ||> dans la proposition
précédente, car toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration. On suppose que (X)) = (x,lc,...,x,’c’);C c R" converge vers x = (x1,...,x™) pour
- 1l2. Alors
Ve>0, ANeN, Vk=N, |xp—xl2<e.

Soit € > 0, alors, en appliquant I'assertion précédente a ¢, il existe N € N tel que pour tout k = N,

Vie{l,..,nl, |xj—x'|=/(xl —x)? <|xe—xll2 <e.

Cela prouve que (x]ic) x converge vers x’ pour tout i € {1,..., 71}.
Réciproquement, supposons que (x,ic)k converge vers x' pour tout i € {1,..., n}, alors, pour cha-
cundecesi,ona
Ve; >0, IN;eN, Vk=N;, |[x.—x'|<g;.
€
Soit € > 0, alors en appliquant les rn assertions précédentes a ¢; = 7, on trouve qu’il existe
n
N =max; N; tel que pour tout k= N, on a
2 i i iy2 i eV_ &,
lxk—xll5 = ) (xp—x")"< (—) =n—=¢%,
i=1 o\vn

et donc || xx — x|l2 < €, ce qui prouve que (xi) converge vers Xx. O

Remarque 1.27. Plusieurs remarques concernant cette partie du cours :

¢ Tout R (ou C)-espace vectoriel de dimension fini est normable (on peut y définir une
norme). En effet, un tel espace admet toujours une base {e;};. Ainsi, on peut donc définir

n n
Vx=3) xie;xi€R(ouC), |xlh=) |xil
i=1 i=1

qui est une norme sur cet espace (méme preuve que pour la norme 1 classique).

¢ Exemple de norme sur un espace de dimension infini: soient a < b et C([a, b],R) 'espace
des fonctions continues de I'intervalle [a, b] dans R. Alors I'application || - ||; définie par

b
IIf||1=f |f(0ldx

est une norme sur C([a, b],R).



2 Arpenter les lieux : éléments de topologie dans I'espace Eu-
clidien (R", | - [I2)

Dans ce chapitre, on se restreint (sauf mention du contraire) a la norme euclidienne ||- ||, définie
par

n 2
Vx = (x1,..., Xp) €R", ||x||z=(z xi) .
k=1

2.1 Ouverts et fermés de (R”, | - ||»)

Définition 2.1 (Ouverts et fermés de (R”?, || - ||2)). On munitR" de la norme || - |2, alors :

* ondit que Q c R" est un ouvert deR" si

VxeQ, 3dr>0, B(x,r)cQ.

e ondit que F c R" est un fermé deR" siR"\F est un ouvert deR".

Remarque 2.2 (Ensemble non-ouvert). On remarque que A < R” n’est pas un ouvert si et seule-
ment si
dxe A, Vr>0, B(x,r)¢A.

Cela ne veut PAS dire que A est fermé! Il existe des ensembles ni ouverts, ni fermés.

Remarque 2.3 (Indépendance par rapport a la norme). Comme toutes les normes sont équi-
valentes sur R”, la notion d’ouvert ne dépend pas de la norme choisie (norme équivalentes
implique inclusion de boules ouvertes). Ainsi, la notion de fermé ne dépend pas non plus de la
norme.

Exercice : Soit E un sous-espace vectoriel de R". Montrer que si E est ouvert, alors E = R".
Correction. On sait déja que E c R".

Montrons que R" c E. Comme E est un sous-espace vectoriel de R", alors O € E. Comme E est
ouvert, alors il existe r > 0 tel que B(0,r) c E. Soit x € R", alors il existe y € B(0,r) et A € R tel
que x = Ay. Comme E est un sous-espace vectoriel deR", alors x = Ay € E, et doncR" c E, ce qui
permet de conclure I'égalité recherchée.

Proposition 2.4 (Caractérisation séquentielle d’'un fermé). Une partie F est fermé si et seule-
ment si la limite de toute suite convergente d'éléments de F appartient a F.

Démonstration. Raisonnons par contraposée et montrons ainsi que

F n'est pas fermé < 3(x) < F telle que klim xr=x¢F.

—+00
Supposons que F n’est pas fermé, alors F¢ n’est pas ouvert et donc il existe x € F€ telle que pour
r >0, B(x,r) & F. On fixe une suite (¢;); — 0 de nombres strictement positifs tels que Yk € N,
B(x,ex) £ F.Onadonc: VkeN, 3x; € B(x,ex) N F. La suite (xi); ainsi construite est une suite
d’éléments de F qui vérifie, Yk € N, || x — x|l < € — 0 quand k — +oo, et donc converge vers
x¢gF.
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Réciproquement, supposons qu’il existe (xz)r < F qui converge vers x ¢ F. Ainsi x € F€ et,
comme (xj) tend vers x,

Vr>0, 3JkeN, |xpr—xl2<T.

Onaainsi, Vr >0, B(x, r) £ F¢, puisque cette boule contient xj € F. Ainsi, F¢ n’est pas un ouvert
de R" et donc F n’est pas un fermé de R”. O

Proposition 2.5 (Réunions et intersections d’ouverts et de fermés). On a :

1. Les ensembles R" et l'ensemble vide @ sont a la fois ouverts et fermés.

2. Pour tout x € R", {x} est un fermé.

3. Laréunion d’'une famille quelconque d’'ouverts est un ouvert.

4. Lintersection d'un nombre fini d’ouverts est un ouvert.

5. Lintersection d’'une famille quelconque de fermés est un fermé.

6. Laréunion d'un nombre fini de fermés est un fermé.

Démonstration. 1. 1l est clair que si (xx)x < R” converge vers x, alors x € R”. Cela prouve

que R" est fermé, et donc que sont complémentaire @ est ouvert.
De méme, soit x € R", alors B(x,1) c R" et donc R” est ouvert. Il en découle que sont
complémentaire @ est un fermé.

2. Soit x € R", alors soit (xz); une suite de {x}. Alors on a évidemment Yk € N, x; = x. Ainsi,
si (xx)x converge, c'est vers x € {x}. Il en découle que {x} est fermé.

3. Soit (Qx)x < R"™ une famille quelconque (non-nécessairement dénombrable) d’ouverts de
R". Considérons I'’ensemble Q = Uy Q. Soit x € Q, alors il existe k tel que x € Q. Comme
Qj est un ouvert, il existe r > 0 tel que B(x,r) € Qi < Q. Ainsi Q est un ouvert de R".

4. Soit {Qy,...,Qp} < R™ un ensemble fini d’ouverts. Considérons Q = ﬂZ:1 Q. Soit x € Q,
alors x € Qj pour tout 1 < k < p. Pour chaque k, il existe ri. > 0 tel que B(x, ri) < Q. Ainsi,
en choisissant r = miny rp > 0 — car c’est le minimum sur un ensemble fini de nombres
strictement positifs—, on obtient que B(x, r) € Qj pour tout k et donc B(x, r) c Q. Ainsi Q
est un ouvert de R”.

5. Soit (Fr)r < R" une famille quelconque de fermés de R". Considérons 'ensemble F =
N Fx, alors F° = Uy F,ﬁ Comme chaque F,g est ouvert, la réunion quelconque F¢ de ces
ensembles est ouverte dans R” d’apres 3. On en déduit que F est fermé dans R”.

6. Soit {F,..., Fp} = R" un ensemble fini de fermés et soit F = U}'_, F. Alors F° = N F} est

une intersection finie d’ouverts F;. Il s’agit donc d’un ouvert. On en déduit que F est un
fermé de R".
O

Exemple 2.6 (Contre-exemples). On donne ici deux contre-exemples pour lesquels “fini" ne
peut pas étre remplacé par “infini" dans la proposition précédente :
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1. Intersection infinie d’ouverts qui est fermée : dans R, soit Q. := ]—%,%[ Alors Q. est
ouvert pour tout k = 1, car c’est la boule ouverte centrée en 0 et de rayon 1/k, et on a
Q =M, Qk = {0}. En effet, Vk € N*, 0 € Qi donc {0} € Q, et si x € Qi pour tout k =1,
alors Vk=1, —% <=x< % et donc, en passant a la limite, 0 < x <0, c’est-a-dire x = 0, ce qui
prouve que Q c {0}. On remarque que {0} est un fermé de R.

2. Union infinie de fermés qui n’est ni ouverte, ni fermée : dans R, soit Fj. = {%}, alors Fj est
un fermé pour tout k > 1 et S=U7, Fr

(a) n'est pas ouvert car 1 € S et ne contient aucun intervalle ouvert centré en 1;

(b) n'est pas fermé car la suite (1), © S mais sa limite 0 ¢ S.

Proposition 2.7 (Boules et spheres). Quelque soit la normel|| - || sur R", une boule ouverte (resp.
fermée) deR" est un ouvert (resp. fermé) deR". De plus, toute sphére deR" est un fermé de R".

Démonstration. Soit || - || une norme sur R”, xe R" et r > 0.
* Toute boule ouverte est un ouvert. Montrons que B(x, r) est un ouvert de R”. Soit y € B(x, )
etd =r—|lx—yl,alors B(y,0) c B(x,r) carsi z€ B(y,0),ona

lz—xll=llz=y+y—-xl<llz=yl+ly-xlI<é+lly—-xl=r

et ainsi z € B(x,r). Ainsi, il existe une boule ouverte centrée en tout point de B(x,r) contenue
dans cette méme boule : B(x, r) est donc un ouvert de R”.

» Toute boule fermée est un fermé. Soit (yx)x < B(x, ) une suite qui converge vers y € R”. Mon-
trons que y € B(x, 7). On a, pour tout k € N,

ly=xll=1y=ye+ye—xl < ly =yl +llye=xl <lly—-yel +r

Ainsi, quand k — +oo, on a ||y — yill — 0 (par convergence de la suite vers y) et on obtient que
l[y—xll<retdoncye B(x,r), ce qui prouve que B(x, r) est un fermé de R".

* Toute sphere est un fermé. On a S(x,r) = E(x, N\B(x,r) = E(x, r)NB(x,r)¢. Comme E(x, r) est
un fermé et B(x, r) un ouvert — et donc son complémentaire B(x, r)¢ est un fermé — on en déduit
que S(x, ) est un fermé de R” comme intersection de deux fermés.

O

Proposition 2.8 (Intervalles de R). Soient a < b deux réels, alors :
1. la,bl,]1—oo,al et]b, +oo[ sont des ouverts de R.

2. la,bl,]—o0,a] et [b,+o0[ sont des fermés de R.

Démonstration. (Exercice donné en CM) La démonstration de ce résultat utilise a la fois le fait
que les boules ouvertes (resp. fermées) sont ouvertes (resp. fermées) et la proposition précé-
dente.

On peut réécrire la, b[= B (&b b-a

a
2’ 2
Ainsi, en considérant pour tout k = kg, Qf = ]a + %, k[, pour ky assez grand de sorte que a + % <
k, qui est ouvert. On a donc

) qui est une boule ouverte, donc un ouvert de R.

o0
U Q« =la, +ool
k=ko
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qui est un ouvert de R comme réunion quelconque d’ouverts. On montre de méme que ]b, +oo[
est ouvert en échangeant les bornes.
On peut réécrire [a, b] = B[ %2, 2=a| qui est une boule fermée, donc un fermé de R.

2’2

Comme | — o0, a] =R\]a, +oo[, cet ensemble est fermé comme complémentaire d'un ouvert.
Comme [b, +oo[=R\] — 00, b, cet ensemble est fermé comme complémentaire d’'un ouvert. []

Proposition 2.9 (Ensembles ouverts et fermés). Les seuls ensembles a la fois ouverts et fermés
dansR" sont ¢ etR".

Démonstration. On sait que @ et R" sont des parties a la fois ouvertes et fermées de R”.
Réciproquement, soit A une partie de R” a la fois ouverte et fermée. Supposons que A ¢ {@,R"}.
On peut donc trouver a € A et b € R\ A. On pose

I={tel0,1]:(1—-ta+tbe A}.
On remarque que:
e [#Z@cart=0¢€]puisque danscecas-1a, (1-0a+0xb=ac A;
¢ [ est majorée par 1;

e [ est un ensemble fermé. En effet, si (¢,), < I converge vers t, alors la suite de points
(Q1-ty)a+ tyb), < A converge vers (1 — t)a+ th € A car A est fermé. Par définition de I,
onadonc tel.

Ainsi, par les deux premiers points, I admet une borne supérieure s. Soit (¢,), < I qui converge
vers s. Alors, par passage a la limite, xo := (1 —s)a+ sb € A car I est fermé.

Si s =1, alors il y a une contradiction avec le faitque (1-1)a+1xb=b¢ A.

Si s < 1, comme A est ouvert, il existe r > 0 tel que B(xy,r) € A ce qui implique qu’il existe
tels, 1[ tel que ta+ (1 — )b € B(xy, 1) < A, ce qui contredit la définition de la borne supérieure
s. On a donc une contradiction dans tous les cas, ce qui veut dire que A € {@,R"}. O

Remarque 2.10. Ainsi, quand on a montré qu'un ensemble (différent de @ et R") est ouvert, il
est inutile de montrer qu’il n'est pas fermé!

Proposition 2.11 (Produits d’ouverts ou de fermés). Soient R" et RP munis de leurs normes
euclidiennes || - ||, alors :

1. siQq cR" et Qy cRP sont deux ouverts, alors Q1 x Qo est un ouvert deR"™ x RP.

2. si Fy cR" et F, c RP sont deux fermés, alors F) x F, est un fermé deR" x RP.

Démonstration. On définit la norme | - |, sur R” x R? de la facon suivante :
Vx=(u,v) eR"xR”, |xlloo = max(llullz, IV]2).
Il s’agit bien d'une norme (Exercice). De plus, pour tout (u, v) € R” x R, et pour tout r >0, on a
By, (X, 1) = By, (1, 1) x By, (v, 7).
En effet, on a

y=wW,v)eB (x,r) <= max(lu—u'lz lv-V)<r <= lu—-ul,<retlv-v<r
— ue B||.||2(u, r) et v e B||.||2(l), r)
— JE€E B||.||2(u, I’) X B||.||2(1/, T).
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1. Soit x = (4, v) € Q; x Qp. Comme Q, et Qp sont ouverts, alors Ary, r, > 0 tels que B(u, ry) <
Q; et B(v,12) < Qp. Soit r := min(ry, r»), alors

Bil-loo (X, ) = By (1, 1) X By, (0, 1) < By, (4, 11) X By, (0, 72) < Q1 x Q.

Comme |||l est équivalente a ||-||» sur R” xR” par’équivalence des normes en dimension
finie, il est donc clair que Q; x Q; est un ouvert de R” x RP.

2. Soit {xp = (ug, vi)}x < F1 x F» une suite qui converge vers x = (4, v). Comme F) et F» sont
fermés et uyp — u, vy — v alors u € F; et v € F,. Ainsi, x € F; x F» et donc cet ensemble est
fermé.

O

Remarque 2.12 (Produit de boules). Attention : le produit de deux boules euclidiennes n’est
pas une boule euclidienne. Par exemple, dans R3, By, ((0,0),1)x] —1,1[ ot1] - 1,1[ est la boule
ouverte de centre 0 et de rayon 1 dans R n’est PAS la boule unité de R3, By.,((0,0,0),1), mais
plutdt un cylindre de rayon 1 et de hauteur 1. On a plutét, pour x = (u,v) e R” xRP et r > 0,
By.j(x, 1) = By, (1, 1) x By, (v,r) comme dans la preuve ci-dessus.

De méme, on retrouve la boule ouverte de R?> pour la norme infinie comme produit de boules
ouvertes de R pour la valeur absolue, i.e.

B,(0,1) x By,/(0,1) = By.;,((0,0),1) =] - 1,1[2,

14



